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Aufgabe 7.1 NH3-Schwingung (3 Punkte)

Das Ammoniakmolekiil 18t sich idealisiert als ein quantenmechanisches System mit zwei
Zustéanden betrachten: Der Zustandsvektor |1) bzw. |2) beschreibe die Konfiguration, bei
der sich das Stickstoffatom tiber bzw. unter der durch die drei Wasserstoffatome bestimm-
ten Ebene befindet. Dann lafit sich der Zustandsvektor [¢(¢)) und der Hamilton-Operator
H beziiglich der orthonormierten Basis |j), 7 = 1,2 darstellen als

mit () = (j|¢ (1)),

7j=1

() =
i

2

> <i(t)l7)
'z_:l Hijli) (7] mit H;; = (i|H|j).

Aus Symmetriegriinden hat die Matrix (H;;) folgende Form:

E A

a) Geben Sie die Energieeigenwerte F; und die zugehérigen Energieeigenzustéinde |E;)
dieses Systems an. Wie lautet die unitare Matrix B, die den Basiswechsel von |j)
nach |E;) beschreibt?

b) Berechnen Sie den Zeitentwicklungsoperator U(t,0) = e */" sowohl in der | E;)- als
auch in der |j)-Basis.

c) Das System befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand |1). Bestimmen Sie den
Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ und die Wahrscheinlichkeit Py;(t) (j = 1,2),
das System zur Zeit ¢ im Zustand |j) zu finden.

Aufgabe 7.2  Freies Teilchen im Heisenberg-Bild (2 Punkte)

Betrachten Sie die kraftefreie Bewegung eines Teilchens der Masse m.

a) Losen Sie jeweils die Bewegungsgleichung fiir den Ortsoperator :%’H(t) und den Im-
pulsoperator py(t) im Heisenberg-Bild.

b) Driicken Sie die Erwartungswerte der Orts- und Impulsoperatoren zum Zeitpunkt ¢
durch ihre Anfangswerte zum Zeitpunkt ¢5 = 0 und die Zeit ¢ aus.

¢) Berechnen Sie [Zyu(t1), Zim(te)], [Zrn(t1), Dm(te)], und [Peu(t1), Pm(t2)].

Bitte wenden!



Aufgabe 7.3 Fermi-Oszillator (3 Punkte)

Betrachten Sie das quantenmechanische System eines sogenannten , Fermi-Oszillators®,
dessen Hamilton-Operator

H=hoftf~

dem des gewohnlichen harmonischen Oszillators sehr dhnlich sieht. Die Schiebeoperatoren
f~und f* = (f7)" erfiillen allerdings Antikommutator- an Stelle von Kommutatorrela-
tionen:

{F =0 {fff=1

wobei {A, B} = AB + BA fiir Operatoren A, B.

a)

Sei |n) ein Eigenzustand von H mit Eigenwert FE,. Zeigen Sie, dass E,, > 0 und
Hf~|n) = (lw— E,)f~|n) = 0. Welche Moglichkeiten gibt es letztere Gleichung zu
erfilllen? Zeigen Sie, dass ein Grundzustand |0) mit Ey = 0 und f~]0) = 0 existiert.

Konstruieren Sie ausgehend vom normierten Grundzustand |0), der als nicht-entartet
angenommen wird, alle angeregten orthonormierten Energie-Eigenzustande |n). Wie-
viele gibt es? Berechnen Sie die zugehorigen Energie-Eigenwerte E,, (> 0).

Das Modell wird nun auf F' > 1 derartige Oszillatoren verallgemeinert, d. h.
. F
H:thfljfl;a {fkiafli}zov {fljvfli}:(sklv fl;r:(fl;>T
k=1

Der Grundzustand |0,...,0) wird durch f, ]0,...,0) = 0 fir alle £ = 1,..., F
charakterisiert und alle weiteren Zustande durch

|TL1,...,TLF> X (fl—’—)nl(f;‘_)nFm??O)

generiert. Ermitteln Sie alle orthonormierten Zusténde |nq,...,np) und die zuge-
horigen Energie-Eigenwerte E,, .. In welcher Beziehung stehen Zustande wie
f57f1710,...,0), in denen die Reihenfolge der f,f-Operatoren nicht in k aufsteigend
geordnet ist, zu den |ny,...,ng)?



