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1. Elektrostatik

1.1 Ladung

GrundgroBe der klassischen Mechanik: Liange, Zeit, Masse charakterisieren Zustand

von Korpern
GrundgroBe der Elektrodynamik: Ladung, weniger anschaulich, da nicht direkt durch

Sinnesorgane wahrnehmbiar.

Die Ladung ¢ ist eine weitere Kenngré3e von Korpern neben der Masse m.

Experimenteller Befund:

e Es gibt zwei Arten elektrischer Ladung: positiv und negativ.
e Ladungen kann flieBen, d.h. Korper konnen ihre Ladung @ndern.

e Ladungen verhalten sich additiv:

Q.r’r 0[2

Abbildung 1.1: Kérper aus zwei Teilkdrpern mit Ladungen ¢; und go, entsprechend ist die Gesamt-
ladung des Korpers ¢ = q1 + g2 (analog: m = mj + mo).



1. Elektrostatik

e Ladungserhaltung: In einem abgeschlossenen System ist die Gesamtladung er-
halten, d.h. die Summe aller Ladungen ist konstant

e Ladung ist quantisiert, d.h. alle makroskopisch auftretenden Ladungen sind ganz-
zahlige Vielfache der Elementarladung e: ¢ = =N -e, N € Ny, e =1,602... -
10719C.

Ladungsverteilung
System aus N Teilchen (Einzelladungen ¢,,):

Abbildung 1.2: AV (&) stellt ein kleines Volumen am Ort Z, dar mit Ag(Z%) = Y.  ¢n
ninAV (Zy)

= Ladungsdichte:
~ Aq(Ty)

T)) = 1.1
P(Tx) AV (Z) ‘AV%O (D
(Idealisierter Grenziibergang, d.h. AV geht nicht bis zu mikroskpischen Groen)
. Aq(Z .
SYED D EVEAED B CANNAEN
3o [
AV_0 / &7 p(T)
v

Frage:
Ladungsverteilung fiir eine Punktverteilung sinnvoll?




1. Elektrostatik

Mathematischer Exkurs: Dirac’sche Deltafunktion /(x)

Sei f(z) eine in einer Umgebung von = = a stetige Funktion, dann definiere:

/dxf(x)é(x—a):: 0 a<aVp<a.

«

B
{f(a), a<a<p,

d.h.

oo firz = a.

5z —a) = {O fir x # a,

(1.3)

(1.4)

= () ist keine gewoShnliche Funktion, sondern eine Distribution (= stetige Linear-

form, d.h. eine lineare, stetige Abbildung von Funktionen nach R bzw. C).

Eigenschaften von §(z)

o [dx é(z).... ist als Grenzwert

lim [ dz d,(x)...

n—oo

realisierbar mit Funktionenfolgen 6, (z), so dass

lim 0, (z) = {O’ v 70,

n—00 0o, =0,
wobei
B
/dxén(x)—l, a<0<p
z.B.: .
1 =
On =—- L
(z) T n—12 + 22

Abbildung 1.3: Beispiele fiir §,, (), hier firn = 1 und n = 5.

(1.5)

(1.6)

(1.7)



1. Elektrostatik

e Mehrdimensionale Erweiterung:

3 3 T aj
(& — ) = [ [ 6z — a;), wobei F=) anén=|x2|, d=|as
i=1 n=1 X3 as

(1.8)

fiir Koordinaten x,, beziiglich eines Orthonormalsystems {é,, }.

f(a), fallsa e V
0, sonst.

= /d3 FF(D)0(F — @) = {
\%

e Ableitungen von ¢(x) sind definiert iiber partielle Integration:

B B
[tz f@)3a — a) = f@ba - )] - [ de @6 - 0) =@
@ =(foy—f'e =0, a<a<f ¢
(1.10)
o [mplizite 6-Funktion :
3(f(x)) ZZ—(S(:E_%) (1.11)

- |f'(xa)]
wobei x,, alle einfachen(!) Nullstellen von f(z) mit z,, € («, ) sind, f(z,) = 0.

e Stammfunktion von §(x) = Heavyside-Funktion 6(z):

T

O(z) = /dx’ 5(z') = {(1) iig (1.12)

bzw. 0'(z) = §(x).

Anwendung: Ladungsdichte einer diskreten Ladungsverteilung

N
(%) = ;q&(ﬂf—xn)’ (1.13)

@» = Punktladung am Ort Z,.

1.2 Coulomb-Gesetz, elektrisches Feld, elektrisches
Potential

Coulomb-Gesetz:
= empirisches Gesetz fiir Kraft zwischen zwei Punktladungen ¢; und ¢5:

- 1 1 .
F12:4—'Q1Q2'ﬁ—' 12 (1.14)
ey |

T — ZEQ|2 ¢




1. Elektrostatik

A,

Abbildung 1.4: F, bezeichnet die Kraft, welche von ¢o auf ¢; ausgeiibt wird. Der erste Term -

4meq
mit ¢g = 8, 8543 - 10_12\‘?—; (Dielektrizititskonstante des Vakuums) ist ein Einhei-

tenfaktor im SI-System. g; - g driickt eine Proportionalitit zu den Ladungen aus,
1/|AZ|? = 1/r2, wie beim Newton’schen Gravitationsgesetz, €5: Kraft wirkt ent-
lang der Verbindungslinie. g1 g2 > 0: AbstoBung, ¢1¢2 < 0: Anziehung.

Superpositionsprinzip:

Die Einzelkrifte ﬁn durch N Punktladungen ¢, bei Z,, auf eine Ladung ¢ bei 7 addieren
sich vektoriell:

L X al @n T—1
F:ZFnZC]’Z n_,—fn|3, (1.15)

n=1 n=1
N

dabei bezeichnet man E(f) als elektrische Feldstirke, die von den Ladungen ¢, am
Ort & erzeugt wird = Kraft pro Ladung, die bei & auf die Ladung ¢ wirken wiirde.

Elektrisches Feld

e Veranschaulichung durch Feldlinien: E(#) = Tangentenvektor an Feldlinien,
Dichte der Feldlinien ist Ma8 fiir | E'(Z)|
— Feldlinien schneiden sich nie!



1. Elektrostatik

v \
<

TN
+

W
\y
)
M

Abbildung 1.5: Feldlinien einer positiven, einer negativen und Superposition einer positiven und ei-
ner negativen Punktladung.

Elektrisches Feld kontinuierlicher Ladungsverteilungen

Gegeben sei eine Ladungsverteilung p(#') in einem Volumen V. Dann ist E(Z) gege-
ben durch:

= 1 -1
E(Z) = &7 p(& : : 1.16
(7) / T l) dreq |7 — 2|3 (1.16)
4
~———
:%P(fk)AV(fk):zk:Qk
Gesamtladung:
q= /d3f’p(f’) (1.17)
v
Beispiele:

1. Fernfeld einer begrenzten Ladungsverteilung: Sei |z — 2’| > a = max. Lidngen-
ausdehnung in V.

= |7 — 7| = |&] + O(|7|°) fir|Z] > a > |7 (1.18)
Bemerkung:
f(z) = O((x — x0)*) heiBt, dass
ﬂ < const. fiir r — x. (1.19)
(x — x)*

10



1. Elektrostatik

= E(7) = / T +0(7?) ) fiir |7] — oo
Areg |Z]3
1%
— (1.20)
1. 1
:47%6 — +o( ) r=|Z|, Z=re,

wobei O(1/r3) Abweichungen vom 1/r?-Gesetz fiir nicht-spérische Ladungsver-

teilungen beriicksichtigt.

2. Fernfeld eines Dipols:

Xl

Yo

Abbildung 1.6: Tllustration eines elektrischen Dipols

(1.21)

47reg 2 2
- 4 p )
€Y r

11



1. Elektrostatik

mit p’ := ga = el. Dipolmoment und wobei

(1.22)

mathematische Wiederholung/Exkursion: Elemente der Vektoranalysis
Es sei f(Z) eine einfache Funktion (= Skalarfeld) und F () eine vektorwertige Funk-
tion (= Vektorfeld). Zudem bezeichnet 9; = % die partielle Ableitung nach z; und
V = | 02 | den sog. Nabla-Operator.
s

e Gradient, Divergenz, Rotation:

o f
gradf(Z) = Vf(Z) = | 8,f | inkart. Koordinaten (1.23)
O3 f
3
divF(F) = VF(Z) = > 0;F; inkart. Koordinaten (1.24)
i=1
. . . (92F3 — agFQ
rotF'(¥) =V x F(¥) = | 03Fy — 01 F3 | in kart. Koordinaten ~ (1.25)
81F2 — 82F1

V-Kalkiil: Der Nabla-Operator V ist vektorwertig (— Regeln der Vektorrech-
nung) und ein Differentialoperator (— Produktregel beim Differenzieren).

Beispiele:

- 4 -
Es bezeichnet V(f - g), dass V nur auf f wirkt.

V(frg) = V(9§ =gV + f(Fg)  (120)
- L. LY
V(f-G)=V(fG)+V(fG)
= (V)G + f(VG) (1.27)
= 3" [Gi0.) + f(0:G)]

12



1. Elektrostatik

V x (ﬁf) = (V x ﬁ)f — 0, d.h.rot grad = 0,
A ’ (1.28)
=0

V(V x F)=(VxV)-F=0, dh.divrot = 0.

N (1.29)
=0
e Laplace-Operator:
3
A=V*=>"05; (1.30)
k=1
=V x (V x F) =V(VF) - V2F (1.31)

e Berechnung von Kurvenintegralen: Es sei #(t) eine Parametrisierung des Weges
C(&, &), d.h. (t;) = & und Z(t2) = T. Weiter sei Z(t) = %(t) der Tangen-
tenvektor an die Kurve. Hiermit ist

to

B di —
/ 4z - B(7) = /dt d—fE(:f(t)). (1.32)
C(fl,fg) t1
Bogenlinge: infinitesimal ds? = S dz? = |72 - di?
to

:>321:/dt 2| = / dZ - e (1.33)

t1 C(fl,fz)

S91 ist unabhingig von der Parametrisierung! ¢ bezeichnet den normierten Tan-
gentenvektor an C'.

Cli%)

Abbildung 1.7: Illustration zur Berechnung von Kurvenintegralen

e Berechnung von Flichenintegralen: Parametrisierung der Fliche durch 2 Para-
meter u, v
= 7 = Z(u,v) (1.34)

13



1. Elektrostatik

Tangentenvektoren an Koordinatenlinien: Z, := 92 Ty =9t

ou| ) v| :
. . . v=const. u=const.
Orientiertes Flachenelement:

dA = (Z,du) x (Z,dv) = T, X T, dudv (1.35)

FlichenmaB: dA = |dA| = |7, x Z,| dudv

U=congt,

Abbildung 1.8: Tangentenvektoren 7, (blau) und #, (rot) and die Linien des Koordinatennetzes einer
Fliche A

= Flussintegral:

/m@ﬁ:ﬂdwu@x@mﬁgmm) (1.36)
‘A A
Oberfldche:
A:/M:/wmmx@b/ﬁim (1.37)
A A

A ist unabhingig von der Parametrisierung! 74 bezeichnet den normierten Nor-
malenvektor auf A.

Beispiel: Kugeloberfliche

Ccos v sin u
=R |sinvsinu |, 0<u <7, 0<v<2m, (1.38)
Ccosu

8y

14



1. Elektrostatik

COS VU COS U —sinwv

Z, =R | sinvcosu |, Z, = Rsinu | cosv |, (1.39)
—sinu 0
Ccos v sinu
Ty X T, = R%*sinu | sinvsinu |, |&, x &,| = R*sinu. (1.40)
CoS v

T 2 T 2 1
:>A:/du/dv |y X Ty | :/du/dvR2sinu:QWR/dcosu:éleQ.

0 0 0 0 -

(1.41)

o Stoke’scher Integralsatz

f Fdz = / (VxF)dA, falls F auf A regulir ist, d.h. hinreichend oft diff.bar

C(A) A
(1.42)

wobei ¢ dZ das geschlossene Wegintegral bezeichnet, der Weg C'(A) umran-
C(4)

det dabei die Fliche A. Der Normalenvektor 77 auf A und C'(A) bilden eine

Rechtsschraube!

Abbildung 1.9: Zum Stoke’schen Satz

15



1. Elektrostatik
e Gaul}’scher Integralsatz:
f FdA= / (VE) dV falls F in V regulir ist. (1.43)
A(V) 1%

Die linke Seite bezeichnet man als Oberflichenintegral (,,FLuss*) durch clie Fla-
che A(V), die das Volumen V' umschlieBt. Die Flichennormale 7i||dA weifit
dabei nach auflen!

Abbildung 1.10: Ilustration eines Volumens V welches von der FLiche A umschlossen wird.

Elektrisches Potential

Es gilt:
VXxE=0 (1.44)
Beweis:
e Punktladung impliziert Zentralkraft auf Testladung ¢, d.h.
F=qE = f(r)-¢, (1.45)

sodassﬁxE::O. . L
Allgemeines E = Superposition von E-Feldern von Punktladungen. = V X E =
0.

16



1. Elektrostatik

e Alternativ durch explizites Ausrechnen:

e (1.46)

VX (fG)= (V) x G+ f(VxQ),
G=7-7,VxG=0
f=lg—a|3 Vf=-3_—"—2
|7 — 25

Folgerung aus V x E = 0: . . .
Die elektrische Kraft F' = ¢FE auf eine Testladung ¢ bei 7 im Feld £ = FE(Z) ist
konservativ, d.h. E ist aus einem skalaren Potential V' (Z) ableitbar:

F(Z) = =VV(Z), V = potentielle elektrische Energie (1.47)

d.h.
E =-V¢(T), ¢ = el Potential (V = ¢q¢) (1.48)

Berechnung von ¢(%):

= =
:—/df-/d%'p(””)- L (1.49)
174

= —/d?’f’ pL) -/dF—F_f/
Arreg |7 — 2|3
14

Kurvenintegral ist wegunabhingig (V x E = 0 und Stoke’scher Satz).

17



1. Elektrostatik

2 = _ 7 - t _
@) — (i) = — [z 4 [ g E= DL =T AT 2
me - S o2
v 00 |:($0—l’/+t(l’— 0)) i|
1
=[dt % —1 (1'50)
{ ¢ ([(fof'th(ffo))Q]l/z)
=~ o
et (Lt
J 47'('60 |f— [f,| |f() — f/|
d.h.: , .
o(T) = /d3f' (&) - ——— + const. (1.51)
O
v
Bemerkungen:

e Potentiale ¢ (%) , ¢o(%) sind dquivalent, falls ¢, (Z) — ¢o(Z) = const. ist, da ¢,
und ¢ dann dasselbe E-Feld erzeugen.

e Aguipotentialfliche = Fliche in & mit ¢(F) = const.
Sei 6% eine Variation innerhalb der Aquipotentialfléiche:

0= ¢(Z + 67) — (&) = 6 - V() + O(672) = =67 - E(T),  (1.52)
d.h. E(Z)L Aquipotentialfliche.

e In Leitern gilt stets ¢(Z) = const., d.h. E(Z) = 0, sonst Ladungsbewegung bis
(&) = const. — Influenzladungen auf Leiteroberflichen schirmen Leiterinne-
res elektrisch ab (Faraday-Kiifig). Leiteroberflichen = Aquipotentialflichen.

—

e Bedeutung von ¢(Z): Sei — F (%) die Kraft, die auf eine Ladung ¢ ausgeiibt wird.
Dann ist die Arbeit, die an g auf dem Weg von Z; nach ¥, geleistet wird

— — =

x2 2 2

Wy = —/df-ﬁ: —q/dfﬁzq/df%:q(qb(fz) — ¢(dh)) . (1.53)

Z T 7

¢(Z9) — ¢(7) ist die Potentialdifferenz zwischen s und ', sie entspricht der
Arbeit, die an der Ladung ¢ pro Ladung ¢ verrichtet wird.

18



1. Elektrostatik

1.3 Feldgleichungen der Elektrostatik

E@) = V(& v/d?”' AT) 1 (1.54)

dey |7 — 7|

Berechnungsvorschrift von E(:E) bei vorgegebenem p(7”)

Aber: E( Z) muss oft aus Randbedingungen (RB) berechnet werden, die ein noch nicht
bekanntes p(Z) bedingen, z.B.:

Konfiguration von Leiterflichen mit vorgegebenem ¢.

= Satz von Differentiagleichungen wiinschenswert, die £ (%) bzw. ¢(Z) als Losungen
zu gegebenen RB liefern.

Gauly’sches Gesetz der Elektrostatik:

1. Betrachte Punktladung ¢ im Ursprung, die von einer Fliche A komplett um-
schlossen wird:

]

A

Abbildung 1.11: Die Fliche A umschlieBt die Punktladung q.

19



1. Elektrostatik

o
o
h .
1>
=11

=
J
(17

Abbildung 1.12: Fliichennormale 7 und E schlieBen den Winkel + ein.

r2dQ) = dAcosy, v = 4£(i,¢é,), cos(y) =1 -é, (1.55)
= E(f)dA = E(%) - idA
o a € -1
C dwey 12 A (1.56)
q
= dQ
4eq
;»j{dA’E: 1 /dQ:i (1.57)
47eq €0
A Q

2. Triviale Verallgemeinerung auf allgemeine Ladungsverteilung durch Superposi-
tion aller ¢,, bzw. p(Z,,) AV,

j{dffﬁ _ i g4 = von A umschlossene Ladung. (1.58)
€0
A

3. Anwendung der Gaul3’schen Integralsatzes liefert differentielle Form:

fﬁffz/(ﬁﬁ) &7, q—Az/@d%’ (1.59)
A \4

€0 €0
\%

20



1. Elektrostatik

(V: von A umschlossenes Volumen)
Da V beliebig war, folgt:
p(@)

VE =572, (1.60)
€o
Feldgleichungen der E-Statik:
VE = p(Z €0,
B . p(Z)/€o (1.61)

V x E=0.

Die beiden partiellen Differentialgleichungen bestimmen nach Vorgabe von p(Z) und
geeigneten RB das Feld F/(7) eindeutig! (Beweis spiter, siche Magnetostatik!)
Nebenprodukt:

— 7
=~ Coulomb— - . 1 aufysches
VEC lomb vz/dgx/p(x) GauBsch @ (1.62)

gesetz 471'60 |f — f/’ Gesetz €0

v

Da p(Z) beliebig ist, gilt folgende Identitit:
1 1

— A =7 -7). 1.63

e TGS (1.6

Verhalten von E-Feldern an Grenzflachen:

a) Normalkomponente:

Grenzflache

=

Abbildung 1.13: Infinitesimales Volumenelement an der Grenzfléche.

21



1. Elektrostatik

Ep = const. + O(Ax) + O(Ay) + O(Az) in AV, (L64)
Ey = const. + O(Az) + O(Ay) + O(Az) in AVy. .

EdA = E; -t - AxAy + Ey - iy - AzAy
A(AVIUAV) (1.65)
= (EI - EH) -iAzAy, 7y = —iig.

Die Anteile der Flachen L zur Grenzflache kompensieren sich!

7{ QA - / BT p(@) /o = p(F)-AV/ep = o-AxAy/es,  (Az — 0),

AVIUAVT

(1.66)
wobei AV = 2AxAyAz und o die Flichenladungsdichte bezeichnet.
— s . o
= (Ey — Ey) -1ty = P (1.67)
0

dh. E| ist unstetig bei Grenzflachen.

b) Tangentialkomponente:

Grenzfliche

=

Abbildung 1.14: Infinitesimaler, geschlossener Weg an Grenzfliche, €11

22



1. Elektrostatik

0= %E_g dx = _’IAl'é;—F EH . A$(—€) + O()

(1.68)
d.h. EIH = EI”I, die Tangentialkomponente ist stetig!

Folgerungen:

e [eiteroberflachen: innerhalb eines Leiters gilt E =0.
= Flichenladungsdichte: 0 = £ ¢; auf der Oberfldche (Die Normale zeigt vom
Leiter in den felderfiillten Raum.)

e Falls p(Z) und o(Z) endlich sind, bleibt E endlich (aber nicht notwendigerweise
stetig!). .
¢ = — [ dZ E bleibt stetig.

e Verhalten bei Dipolschichten: o(Z) ist unbeschrénkt!

Abbildung 1.15: D - AA = Dipolstirke der Fliche A, mit Dipolflichendichte D.

23



1. Elektrostatik

d/2
¢+—¢:/deL:d-El+...: d-o /e (1.69)
—d/2 =D fir d—0

d.h. ¢ hat endlichen Sprung: ¢, — ¢_ = D/eyund E, = o/¢, divergiert!

Elektrostatische Feldenergie
Energie eines Systems von Ladungen = Arbeit, die notig ist, um die Ladungen aus oo
kommend zusammenzufiihren.

System aus diskreten Ladungen:

1 N i—1 Ui
W' = =
47'('60 Z ; |I — Z‘j’

- )
=2

7
-

= Arbeit, um ¢; zu
{¢;}i=} hinzuzufii- (1.70)
gen.

11 - = P(@)p(@)
_ d3 d3 ! )
247r60/ X / X 17— 2| (1.71)
\% \%4

1 1 N i
W=_-— %

= W' + Terme mit ¢ = j (Selbstenergieterme).

Selbstenergie einer Punktladung = Energie um ¢; in ; zu vereinigen — nicht wohlde-
finiert (= theoretisches Problem der klassischen E-Dynamik, ist jedoch in der Praxis
kaum relevant.)
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1. Elektrostatik

W als el. Feldenergie:

1 .
W= [ @7 p@0@). o= aVE
)

V' kann durch vollen Raum ersetzt werden (p = 0 aul3erhalb von V'):

-9 [ pz (65) (Z)
S/

. SU e (1.73)
= V(EBg) —EVé
€0 3. =2 2 - -
=35 &’? E(-V¢), E=-V¢
-9 | @7 B,
2
d.h. we = 65052 = Energiedichte des elektrostatischen Feldes.
1.4 Poisson- und Laplace-Gleichungen
Aquivalenz:
El FeLd%leichungen Poison-Gleichung: A¢ = —r/c, wobei E= —§¢
VE=£ &
VxE=0 bzw. Laplace-Gleichung: A¢ = 0 falls p = 0

Typisches Problem der E-Statik:

Suche ¢(Z) zu vorgegebenem ¢(Z) (Dirichlet’sche RB) bzw. g—i —7-Vo = —E,
(Neumann’sche RB) auf den Randflichen!

— Frage nach Existenz, Eindeutigkeit und Berechnungsverfahren fiir ¢(Z), wobei

e Leiteroberflichen: ¢(¥) = const.

e geladene Flichen: %2 — 9%

5 — 5 = —0/¢c (a/i=auBen/innen)

e Dipolschichten: ¢, — ¢; = +D/¢

Green’sche Theoreme

— — a — —
Lo [ese+@o@aei- § oStaa= § o@vai a
A(V) A(V)

|4
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1. Elektrostatik

5 [ wnv—vaper= § («ba—‘” - w@) iA

\4 AV)

wobei ¢, 1 beliebig glatte Funktionen sind.
Beweis:

1. Integriere V(¢Av) auf 2 Arten:

V/ BF V(PVh) — 7{ dA - (cbW)

A(V)

— [ @7 ((Fa)F0) +o(90))

\%4

2. Bilde Differenz von 1 und <1|¢<_)¢>. d

Frage nach Eindeutigkeit von Losungen
Seien ¢, und ¢o Losungen von A¢p = —#/e
— Fiir welche RB folgt ¢, = ¢, d.h. U = ¢y — ¢ = 0?
Einsetzen von ¢ = ¢ = U in 1. Green’sches Theorem:

/df”* VU fU—dA da AU =0.

v

1.Fall Dirichlet-RB: ¢ auf A(V') gegeben.
— U =0auf A(V)

%ﬁUEOinganzV

— U = const. in ganz V'
—U=0inganz V,daU = 0 auf A(V)
= ¢(7) eindeutig inV

2.Fall Neumann RB: 22 auf A(V') vorgegeben.
— U =0 auf A(V)
— f =0
A(V)
..wiein 1)
— U = const. in ganz V
= ¢(Z) ist bis auf konstanten Anteil eindeutig in V!
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1. Elektrostatik

3.Fall Gemische Fille: ¢(Z) oder g—f:(f) fir © € A(V') gegeben.
= Eindeutigkeit von ¢(Z), falls ¢ irgendwo auf A(V') bekannt!

Bemerkung: Aus 1. und 2. folgt, dass ¢(Z) und g—i(f) fir ein ¥ € A(V') nicht gleich-
zeitig vorgegeben werden konnen.

1.5 Green’sche Funktionen der Elektrostatik

Ziel:

Reduktion des Randwertproblems der Poisson-Gleichung auf das einfachere Problem

der Laplace-Gleichung

— Einfithrung/Berechnung einer ,,Green’schen Funktion“ G(Z, ') mit der Eigenschaft
ANGZ,T) = —4nd(Z — 7' (1.78)

und geeigneten RB (siehe unten!)

Grundlegende Anwendung:
2. Green’sches Theorem: ¢(7') = ®(2’) und ¥(2) = G(Z, ")

0
/d3f’ () A'G(Z ) -GE, ) AN | = ]{ dA" O —G(Z,7) — G(Z, )
—— N—— on/
1% —— 47§ (T—F) =—p(#)/eq A(V)
(1.79)
1 1 > - >
= O(7) = /d?’f’p(f’)G(f, )+ — 7{ dA" |G(Z, 7 )V'®(7) () V'G(
471'6() 4 N——
v A(V) =—E(@)
(1.80)
Festlegung der Randbedingungen:
1. Dirichlet-RB: wihle Gp(Z,7") = 0 fur & € A(V)
1 . .
= (@) = / PF pF)Gp(E, 7)1 § dA BE)VC(, ),
v A(V)
(1.81)
wobei p(7) und ¢ (") vorgegeben sind.
2. Neumann-RB: wihle ;2.G(Z, %) = — A‘tT{/), A(V) = Oberfliche von V' (0 ist

nicht moglich, da

$v V'G(T, 7)dA o I PTNGET) = —An [, &7 6(F—7) = —4r)

o D7) = — / BF Gu (T, () — — ]f dA' G (2, 7)E(@) + Ty

4meg

% A(V)
(1.82)

27



1. Elektrostatik

WObei p(Z') inV und E (@) auf A(V') vorgegeben sind, und
A(lv i) A(V ") dA” eine Konstante ist.

Symmetrie von G(Z, g)

Beh: G(Z, ) = G(y, ¥) kann durch geeignete Wahl von G erreicht werden.
Beweis:

2. Green’sches Theorem fiir ¢(2') = G(#, ") und ¥(2') = G(y, 2):

/ $B7 | G(E,7) NG, 7) -G, 7) NG(Z, 7
—_——

—_——
— 4 (GF—T) =—4n§(Z—T')
17 - 0 — 0 -
= AT |G ) G - GEE) oG T)
A(V) =0 fiir D-RB :_WRB =0 fur DRB_
= —47 [G(7,9) — G(7, 7)]
= Gp(Z,7) — Gp(y,7) = 0 automatisch erfiillt
4
= —dx [Ow(#,5) — (7. 8)] = — (7‘;) 7{ dAGr(Z, 7)) — f dAGx(7,7)
AV) A(V)
(1.83)
— Umdefinition:
— o 1 o
Gn(Z,Y) = GN(Z, ) — m ]{ Gn (2, 7)dA (1.84)
A(V)
— Gy ist ebenfalls Green’sche Funktion mit N-RB:
AyaN(a_;a g) = AyGN<f) g) = _47T6(f - g))
0 — 0
— T, Y) = — 7, y) = —4r /A(V). .
-GN 0) = 5 GN(E.5) = —dm/A(V) (1.85)
= aN(f? 17) = EN(ga f)
Ansatz zur Berechnung von G:
1
7,7) = F 1.86
G(Z,7) |x—x|+ (Z,2") (1.86)
— A'F(Z,7) = 0,da A'=—= E ﬁ,‘ —4mwd(Z,7'), d.h. F erfiillt die Laplace-Gleichung

fir 7,27 € V.
= Randwerproblem der Poisson-Gleichung mit bel. p(Z) und bel. RB wurde reduziert
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1. Elektrostatik

auf Randwertproblem der Laplace-Gl. fiir F'(Z, ¥) mit festen RB, z.B. Fp(Z,2) =
—1jg—z| fur & € A(V).

Bedeutung der Terme:
Betrachte ,,homogene RB “, d.h. ¢ = 0 (Dirichlet) oder % = 0 (Neumann)

Dann gilt:
— 1 R . 0, D-RB
&(T) = /de’ G, )p(Z') + = ’
dmeg ¢4, N-RB,
|4
1 () 1 0
= Py e+ &7 p(@)VF(Z,7)+<
4reg / |7 — Z|  4dmeg PE)E(ET) b4 (1.87)
N V 7 A\ 7
Potential, das be?% durch p(Z’) lo- Potential einer Iradungsverteilung
kalisiert in & € V erzeugt wird. auBerhalb von V' (da AF(Z, &) =

0in V), die die RB fiir ¢ garantiert.

D.h. jede Ladung p(7')d®>z’ mit & € V hat ein Gegenstiick auBerhalb von V/, dessen
Potential in & durch 1 p(7')d*7 F'(Z, i) gegeben ist.

= Konstruktion von G(Z, ") durch Bildladungen aufierhalb von V' méoglich (bei ein-
fachen Geometrien!)

Beispiele zur Methode der Bildladungen:

KN
4]

77 7

(fiktive Bildladung)

Abbildung 1.16: Punktladung g an der Stelle @ = (a1, az, a3), die Ebene mit x3 = 0 liefert eine
Dirichlet-RB: ¢(z3 = 0) =0

29



1. Elektrostatik

1. Punktladung iiber geerdeter Leiterplatte:

ai
Ladungsdichte: p(Z) = ¢6(Z — @), d = | ag
as
Bildladungsdichte: p/(¥) = —¢d(¥ — @), d= | a2 |,
d.h.
p(%)=—qd(T—d), T=| axs
—T3 (1.88)
= —qd(¥ — @)
= p(7)
1 1 - =
S ¢F) = |- —— |, E=-V¢, .. (1.89)
dmey |7 —dl |7 —a)

2. Ladungsverteilung iiber einer geerdeten Leiterplatte:

Abbildung 1.17: Ladungsverteilung p(Z) im Volumen V iiber einer geerdeten Leiterplatte, die Ebene
mit z3 = 0 liefert wieder die Dirichlet-RB: ¢(z3 = 0) =0

Aus (1) folgt (Zerlegung in Teilladungen p(7)d3Z"):
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1. Elektrostatik

Bildladungsverteilung: ¢ (Z) = —p(Z)

' 1 ff,1 33/1
1 ., A 5,
o) = o | [z 250 [z 2O ) < |
ey |© — 2| J 7 — & #, )
— —
_ = o)
_7‘[d32 Ig—a?’\
1 1 1
| e
dmeqy -7 |7-2
v —_——
—1/j3—7|
i i (1.90)
E=-V¢
1 - 1 - 1
__ /d?’:ﬁ’p(f’) Vv
4req J |7 — 27| o (1.91)
PR v
i L T |
_ ! /d?’f’p(f’) Tor EoT
4e R Ayt
v
E-Feld auf Leiterplatte: 73 = 0 = & = &, |# — @| = | — &| = |# — &'

:( ; ):—ngés (1.92)

’
—2z3

= / =
% / &3 ai?p—@ L Leiterplatte
27eq |©— 2|3

— Ladungsdichte auf Leiterplatte: 0 = €9 F5(Z5 = 0) = o= [ d3% M
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1. Elektrostatik

— Gesamtladung:

1 1
(Leiterplate = / dAo = / &7 (—xy)p(T) /dA TP
x1—x2—Ebene 1%
Cos ¥
Lege Koordinatensystem so,dass 2’ = | 0 | und ¥ =17 | singp
/
0

2

1 o0
= — | &7 (—x )()/dg@ /drrr+x3 —3/2

2T

J/

—(r24a2)-1/2
0

*|x3| t=1/z}, x3>0

- / &7 p(7)

= —({ges = (Bild
(1.93)
Green’sche Funktion (folgt aus ¢ oben!) :
o 1 1 L 1 Y
Gp(#,#) = =—— F(%,4) = — = F(Z,7) (1.94)
B 17— 2| 17— 7|

Zur Losung des Dirichlet-Problems wird ;2 G (Z, ') mit & € A(V) benétigt,

dh. 2 =..= (n auf A(V) zelgt nach unten!)

6963
G , o Th— T3  Th— T3 —213
7)) =~ Gp(7, 7)) = 2% 3 RAC-TES
g B8 = g Cr @D = R F_gPla=  [F-TP
(1.95)
1 1 T3
= &(7) = BE (NG (T _— dA" o(7)——— (1.96
v T172
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1. Elektrostatik

3. Punktladung iiber geerdeter Leiterkugel

bl

]

0=0

Abbildung 1.18:

Ladung: g bei @ = (0,0, a)”
Ansatz fiir Bildladung: ¢’ bei @’ = (0,0, a’)

1 . . cos psin ¢
() = —— + ——|, Z=r|sinpsinf | =re,.
ey | |Z—ad| |7 —d|
cos 6

33
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1. Elektrostatik
' —
RB: 0 = ¢(7 = Ré,)
— = — —/ q /
< |Ré, — d| = |Re, — d| (——/) , qq <0.
q

2
— — — —) q
= (Ré, — d@)* = (Ré, — a’)QF
2
R?>+a®> —2Racos® = (R* 4+ a* — 2Ra’ cos 9)% V cos
q

2 2
! q ! q 1.98
:>R2+a2:(32+a’2)ﬁ, a= ’.(72 (1.98)
2
d=—V d=a
a
nicht akzeptabel
! R? R
=" =L@ =, ¢ =——¢, dagq <0.
a a a
. 1 [ ¢ Rja-q
= = _
UT) = s llF—a 7= (R2/a2)c7|1
i -1/2
- R R R?
- (T2+a2—2mc059) vz _ =t r? 4+ — —2r—cosf
47eg a a? a
i (1.99)
4. Ladungsverteilung iiber einer geerdeten Leiterkugel:
— Umschreibung des Ergebnisses fiir Punktladung aus 3):
in 3) gilt: p(7') = ¢6(7 — q) (1.100)
1 1 Rfq
2\ — d3 == .
4(7) / ) e\ Foa T T e
7 \_Y:/ \_\,2_./

ZlEEL e S (1.101)

Elimination von & aus |....|

4meg T— 2 B \j’_%g‘;"’

o) = o [ €TE) | -

gilt fiir beliebige Ladungsverteilung auBerhalb der Kugel auf Grund des Super-
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1. Elektrostatik

positionsprinzips!
5E i T > 7 =
:>F($;x): |17/| |£L‘ (R/ )_,/|, [L’:'r'erszrer
- EE
R

uux|<y+ﬁﬂ—¢%%aﬁﬂ

= F(Z,7'), Symmetrie!

B R
7 - L
R
- |rr'él. — R%é, |
(1.102)
Somit
Gp(@ ) = —— + F(7,7) =

R (1.103)
2 2 / —-1/2 2, /2 4 / —-1/2
(r + ' —=2rr cos'y) —R( + R* — 2R*rr cosv) :

Zur Losung des Dirichlet-Problems wird die Normalenableitung %G p(Z,7)

mit 7 € A(V) bendtigt, d.h. ;2. = — 2 (7 auf A(V') zeigt nach innen!):
r"=R
2 .2 _
% p(T,&)| == i 7 4 <r2 + R? — 2chosv> i
. Y L 1 . R(R% —r?)
— dS 4 / G : ! /dQ/ !
= ¢(2) 47T60/ T p(@)Gp(T, ) = o7 )(r2 TR 2Rrcosn) " lei=r
= allgem. Losung des Dirichlet-Problems
(1.104)
E-Feld bzw. Ladungsdichte o auf der Kugel bei ¢(|Z| = R) = 0 (geerdet):
0 1 1
o=¢ck, = —eoa—(f LT T /d?’:z?’p(.f')(l%2 - 7"/2)}—%(7“’2 + R* — 2Ry’ cos ) /2
(1.105)
= Gesamtladung auf Kugel = Gesamtbildladung:
Qos = /dQRQO'
= .. (1.106)
o, R
—— [E2o@) = el <l
v —~—

A
=
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1. Elektrostatik

1.6 Losung der Laplace-Gleichung durch Separa-
tion der Variablen

Ziel:
Verfahren zur Losung der Laplace-Gleichung mit D-RB bzw. N-RB A® = 0

Laplace-Operator in verschiedenen Koordinaten:

3
e kartesisch: A = > 92,
i=1
e spirisch: A = 2021 + 51—y sin 00 + 7 =gz 0
e zylindrisch: A = 97 + %0,) + ;83, + 2.
— Typische Form: A = f(n,()D(&) + D(n, (), wobei D(&) ein Differentialoperator
abhingig von ¢ ist, bzw. D(n, () von 1 und (.

— Separationsansatz fiir spezielle Losung von A® =0 :

= 0=A® = [f(1n,0)D(&) + D(n,¢)] & ,C)
= f(n,Qv(n,¢) - ( )o(8) + ( ) D(n, Q)¢ (n, ¢)
DOE) D vmd) .+, (1.108)
G (NS TR
Funkti;)Tl von & Funktlon von 1,(
- D(€)6(&) = A6(€) (1.109)

Eigenwertproblem des Differentialoperators D(£)! Durch Anpassung der Koor-
dinaten an die Geometrie des Problems driicken sich die Randbedingungen oft
durch Randwerte in ¢(§) bzw. ¢'(£) aus bei £ = a, £ = b.

2) D(n, (0, ¢) = =Af(n, Ov(n, ) (1.110)

fiir feste X aus 1)!
— evtl. weitere Separation der Variablen 7, {
— wiederum ein Eigenwertproblem sowie eine gewohnliche DGL

Beispiel: A® = 0in,,Box “0 < z; < a;
Randbedingung: ®(7) = f(x1,z5), sonst & = 0 auf restlichem Rand (allgemei-

ner Fall fiir Vorgegebenés & auf Rand durch Superposition + Substitution)
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v

Abbildung 1.19: Box mit Kantenléingen a;

Ansatz: O(Z) = ¢ (x1) - pa(@2) - P3(w3)

=0=A% = ¢/1’(371)¢2($2)¢3(553) + ¢1($1)¢g($2)¢3($3) + ¢1(l‘1)¢2($2) g(9€3)

_ (=) . P (22) . ¢ (23)
¢1($1) ¢2($2) ¢3($3)
N—— N—— N——

=:c1=const =:co=const. =:c3=const.

<0 mitc; +c, +c3=0

o k=1,2: ¢| = cx¢, mit Randbedingung ¢x(0) = ¢r(ax) =0

— Losung:
. Ty
gbé"’“)(xk) = sin (nkﬂa—) . onp =123, ...

k
7F27L2
d.h. Ck- = — agk
k

. Vi 'I’L%Tl'2 TL%WQ
o k=3:¢5 =c3¢3, c3=—c1 —Cy = P + o > () vorgegeben.

¢3(0) =0, ¢3(ag) wird spéter angepasst.
— Losungsansatz: ¢3(x3) = e — k* = ¢35, k= £./c3

#3(0) =0 = ¢3(x3) <e\/a‘”3 - 6_*/@”3> = 2sinh(y/c3x3)

= Allgemeine Losung:

oo o0

@) = > S Ay (@1)05") (22) 05" ()

ni=1ns2=1
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1. Elektrostatik
Randbedingung bei x3 = ags :

f1,22) Z ZA,W ) (21)05) (22) 5™ (a) (1.115)

ni=1n9s=1

— zweifache Fourier-Reihe in 1, x5
Benutze Orthogonalitit der Losungen qﬁ,(gn) (), k=1,2:
ag

Qg

/ dz ¢\ (2)p{™ (z) = = O (1.116)

0

Randbedingung bei x3 = as:

1}1, $2 Z An1 ;N2 gnl) )¢§”2)(l,2)¢§n1,”2)(a3>

4 ) a az (1.117)
= . . (n1) (n2)
= Amnz - a1as qb:(sm,m)(ag) O/dxl 0/de f(CL’l, IQ) 1 (x1)¢2 (I2>

Resumé: 2 Eigenwertgleichungen (fiir ¢, ¢2), 1 gewohnliche DGL (fiir ¢3). Allge-
meine Losung durch Superposition der speziellen Losungen, wobei die Allgemeinheit
(bel. f(z1,2)) durch Vollstindigkeit des Systems ¢\ ()¢ (x5) gesichert ist.

Math. Exkurs zum Eigenwertproblem von Differentialopera-
toren

In der Physik sind derartige EW-Probleme typischer Weise vom Sturm-Liouville-Typ:
DGL.:

_ 4 p(x)@ +q(x)y = w(z)y, —oo<a<x<b<oo, (1.118)
dr |~~~ dx ——
>0 >0

wobei \ der gesuchte Eigenwert und y die gesuchte Eigenfunktion y(z) aus L?([a, b])
(= Hilbert-Raum der auf [a, b] quadratintegrablen Funktionen), und p, ¢, w seien reelle
Funktionen.

RB: 2 unabhingige (homogene) Linearkombinationen:

oqy(a) + agy'(a) = 87 (a1, az) # (0,0), (1.119)

Bry(b) + B2y (b) = 0, (B, B2) # (0,0).

e alternativ fiir p(a) = p(b): y und y' periodisch forsetzbar, d.h. y(a) = y(b),

y'(a) = y'(b).
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Eigenschaften der Losungen:
e Eigenwerte: A\ < Ay < A3 < ... —>00,\, €R

e Eigenfunktionen: zu jedem ), gehort genau ein unabh. y,, (), wobei

b
(Yns Ym) /da:w L) Ym(T) = O, (1.120)
——
Skalarprodukt a

d.h. {y,} ist Orthogonalsystem.

o {y,} ist vollstindig, d.h. jede Funktion in L?([a, b]) ist (im Mittel) darstellbar
durch:

b
chyn (Yn, f /da:w ) f(x), (1.121)

n=1

d.h. es gilt die Vollstindigkeitsrelation:

D yn(@)yn(2) w(2) = 6(x — 2) (1.122)

Beispiel von oben:

—y" =Xy, dh. p(z) =w(z) =1, ¢(z) =0, a=0, yla) =y(b) =0,

2 2,2
yn(z) = \/;sin (mr%) ;A = nbz , n=1,23,..

(1.123)
2
; 5 Sin (n_zx) sin (%) =d(x —y),
(1.124)
2
/dxg sin (?) sin (@) = Opm
Beweis der Aussagen — Funktionsanalysis
Teilbeweis: (Aspekte, die analog zur Linearen Algebra sind)
e Umschreibung der DGL:
Dy(z) = Ay(x), wobei D ! d()d+() (1.125)
x) = \y(z = ——p(x)— x .
Y WE) w(x) AP e T
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e D ist symmetrisch (hermitesch), d.h. (f, Dg) = (Df, g)Vf,g,d.h. D = D%

b b
d d
(1.09) = [ do wla) ey Date) = [ do fa)” |~ pta) -+ a(o)] o)
’ ' (1.126)
Nebenrechnung:
d d d . d df*\ dg
-/ Pt T {f p@é]] + (dm)p%' (1.127)
b
daf* d d
1.09) = [ as | L0050 4 @t - £ 0
nochmalige partielle Integration:
df* d b
- 01.9)+ (L ptwate) - @022 |
) —0 nach RB .
(1.128)
e \c R
Sei Dy = Ay mit (y,y) =1
= A=(y.Dy) = (Dy.y)" = (y,Dy)" =X\ (1.129)

Zur Eindeutigkeit: Seien y(z) und y(x) beide Losungen zur DGL Dy = Ay,
Dy = \y.

— Durch Umskalierung und der RB bei x = a kann immer erreicht werden,
dass

y(a) =7(a), y'(a)=7(a) (1.130)
= y(z) = y(z) nach Eindeutigkeitssatz zu linearen DGL 2. Ordnung
e Orthogonalitit:
A (Y Ym) = WYy DYim) = (Dyny Ym) = A3 (U Ym) = Aa(Yns Yim)
(1.131)
dohe (A = An) - (U Um) = 0= (Yns Ym) =0 (VAL # Ani)
= oBdA: (Yn, Ym) = Snm-
e Entwicklung von Funktionen: (Konvergenzverhalten nicht-trivial!)
f@)=> cnym(x) seiangenommen.
m=l . (1.132)
= yna Z yn:ym Zcm nm — Cn-
m=1
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Verallgemeinerung:

e Fallsa — —oo V b — oo oder p, ¢, w singulér, kann der Bereich fiir A kontinu-
ierliche Teile enthalten und y,(z) ist meist nicht mehr normierbar.

e Singuldre Randstellen: p(a) = 0 oder p(b) = 0.
— Geeignete Randbedingungen sind dann z.B.: y(a) = endlich, p(x)y'(x) — 0

Tr—a
(analog fiir b).
Beispiel:
Fourier-Reihe und Fourier-Integral
DGL:
Y +kPy =0, —9/2<x <9 (1.133)
RB: y(—9/2) = y(v/2), y'(—%/2) = y'(¢/2) Periodizitit!
Losung:
) . . . 2
y(z) = ere, g7k = ekl dhe*t =1= k= . n,n=0,+1,+2, ...
a
(1.134)
Was passiert bei a — 00?
a < 00: 4 — 00

o k=2n% n € Z (diskret)

k € R (kontinuierlich)

2minx

® yo(r) =€« o yu(z) = et
* (f,9)= _f/; dr f(z)*g(z) ° (f,9)= Z dr f(x)*g(x)
® (Yn: Ym) = adum o (Y, yw) = 2m0(k — k')
@) =1 T fula). o flo) =& J b et
fo= (ymj") : aj/’2 dr e~ . f(x) F(k) = (yu, f) = _Z dz e~ f(z)
a2

0 1 T ik(z—a2') _ o
o 1Y ) = o) * o J ke = oo )

n=—0oo

1.7 Randwertproblem mit Zylindersmmetrie (= Dreh-
symmetrie um feste Achse)

Wihle x3-Achse als Symmetrieachse!
— keine p-Abhingigkeit in Polarkoordinaten
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1. Elektrostatik

Laplace-Gleichungen und Separationsansatz

1 1 1
=AD = |=0] infdy + ———5-02| ®(r,0 1.1
! 7“6TT—F 2 sin 986 sin 605 + r? sin298“’ (r,9) (1.I35)
—_———
—0
Ansatz: U
o(r,0) = L") pg) (1.136)

= %afr ( Um) Py + L) 500sin 60, P(6) = 0,

r 3 sin (L137)
2 in 00, P(0 '
4 OPU(r) = —MH—M = const =: ((0+1).
U(r) sin O P(6)
(1) EW-Gleichung fiir P(6) :

1 - .
: edg sin 0dg P(0) + (¢ + 1)P(0) =0 (1.138)

sin

Umparametrisierung: x := cos 6, dy = % = fl—g . % = —sin 9%.

QLY iP(m) +L(l+1)P(x) =0, P(z)= P(cost) = P(0).

dz :/-; dx
(1.139)
(gewohnliche Legendre’sche DGL)
— Suche allgemeine Losung, die fiir —1 < x < +1 regulér ist!
— Festlegung der ¢-Werte mit Losungen Py (z).
(2) Radialgleichung:
r?U"(r) — (L +1)U(r) =0 (1.140)

— lineare gewohnliche DGL. 2. Ordnung mit 2 linear unabhiingigen Lésungen
(z.B. durch Ansatz: u(r) = r®):

Uy(r) = Uy(r) =r7" (1.141)

Legendre-Polynome als Losung von Gl. (1.139):
Potenzreihen(PR)-Ansatz:

P(z) =) au", (1.142)

n=0
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1. Elektrostatik

da P(x) in Umgebung von x = 0 regulir sein muss. Um GI. (1.139) zu erfiillen, muss
gelten:

d

%(1 — %) Z apna™ P+ 00+ 1) Z a,x" =0,
n=0 n=0

NE

apn(n —1)z"? — Z apn(n+ 1)z" + (0 + 1) Z a,x" = 0.
n=0 n=0

n=0 (1.143)
:mi;o am+z<;r+2><m+1>w
PR = eindeutig. = 0 = Alle Koeffizienten zu 2" = 0.
0=ap2(n+2)(n+1)+a,(—n(n+ 1)+ 0L+ 1)),
Upgo = Ay, - n(n+1) — U+ 1), wobei (ag, a;) = frei wihlbar. (1.144)

(n+1)(n+2)
— 2 linear unabhiingige Losungen:
o P (1) aus (ag,a;) = (1,0),
o PCI (1) aus (ag,a;) = (0, 1).
Konvergenzverhalten gemiB der a,, fiir n — oo:
e Konvergenz fiir [z| < 1,

e lim P(even/odd) = 400,
r——+1

e lim P(even/odd) = +o0,
r——1

z.B. nach Kriterium von Gaufl bzw. Raabe
= keine Linearkombination von P(¥*") und P49 ist endlich(=regulir) auf ganz
[—1,1]!

Ausweg:

Die Reihe muss abbrechen! D.h. 3n € Ng, sodass n(n+1)—¢({+1) = 0. = £ € N,.
Fiir jedes ¢ € N, existiert genau ein Polynom Fy(x) von Grad /¢, das eine akzeptable
Losung von Gl. (1.139) liefert.

Beh:

Pz) = = —(2* — 1)* (1.145)

(Rodrigues’-Formel)
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1. Elektrostatik

Beweis:

e Obige Uberlegung zeigt fiir £ € Ny :
GL. (1.139) hat eine polynomiale Losung, sowie eine Losung, die fir |z| — 1
divergiert. Also ist P(z) bis auf Normierung eindeutig.

e Nachweis, dass P(x) die Gl. (1.139) erfiillt:

Allgemein gilt, dass

d* i ,
(=), | F7e. (1.146)
n=0
Weiter ist J
(1— xQ)d—(xZ — 1)+ 202(2* — 1) = 0. (1.147)
xXr
Wendet man nun dd—;e an, so erhilt man, dass

d€+1 ﬁ d€
(]. — $2)W($2 — 1)4 — 2z <1> w(IQ — ].)Z

AN ¢ " ¢

(1.148)
g dffl ) '
) dﬁ—f—l ) ,
= nach Anwendung von ﬁ% erhilt man Gl. (1.139)!
O
Eigenschaften der P,(z):
o Py(z) =1, Pi(z) =z, Pa(z) =332 —1), Py(z) = 1(52% — 3x), ....
o Pg(l) = 1,
o P(—x)=(—-1)"P)x),
e Orthogonalitit:
1
2
/dlE Pg(ZL’)Pg/({L‘) = m : (5&/. (1149)

-1
(Nachweis analog zum allgemeinen SL-Problem, Vorfaktoren explizit ausrech-
nen.)
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1. Elektrostatik
o {P)(x)}32, = vollstindiges Funktionensystem fiir = € [—1, 1]
(SL-Eigenfunktionensystem, aber auch klar, da {z°}°, vollstindig).

o Erzeugende Funktion :

1_2xt+t2 ZPg |t < 1. (1.150)

(Beweis spiter!)
e Verschiedene Rekursionen (DGL, Rodrigues, Erz. Funktion), z.B.:

(.I‘Z — 1)P€/ = (E + 1)[Pg+1 — JZPg],
(2 = 1) Py = (0 + V)[xP — P, (1.151)
etc...

Allgemeine Losung der Randwertaufgabe (RWA) mit Zylindersymmetrie:

o(r,0) =3 (Aﬂ'f v Bgr*H) Py(cos ), (1.152)
=0
dabei sind A, und By freie Konstanten, die durch die RB des phys. Problems festgelegt
werden. Die Terme mit A, sind regulér bei » — 0, die mit B, bei r — oo.
Relevanter Bereich fiir r: a < r < b. Falls a = 0, so folgt B, = 0V/ € Ny, falls
b = o0, so folgt Ay = 0,V/ € N. = Falls a = 0, b = o0, so folgt & = const = Ay.

Folgerung: Falls ®(r, § = 0) (Potential auf d. Symmetrieachse), also

O(r,0 =0) =Y (A + B~ (1.153)
=0
als Reihe bekannt ist (d.h. Kenntnis von A, und By), dann kann ®(r, #) vollstindig
erschlossen werden.

Anwendung: Punktladung

Betrachte Punktladung auf der x3-Achse am Punkt @ und einen Punkt 7 im Raum mit
Winkel zur x3-Achse 6.

Losung bekannt:

T e :
€Tr) = =
deg | —d|  dmey (72 — 2a7 + a?)'/?
(1.154)
_ 4 1
 4meo/r? + a? — 2arcosf
Allgemein:
(r,0) = > (A’ + B~ ). (1.155)
=0
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1. Elektrostatik

Betrachte Losung fiir Punktladung auf x3-Achse (d.h. 6 = 0):

1
>
B(r,0) = — {a;r “zn

dreg —a r>a,
; {awi Of 159
= . @ =0
Ameg |1 1 _ 15~ (a)l_ 1% ’
Tlf; r%(r) a;)( )
%Z( ) Py(cosb), a>r,
O(r,0) = 4L = (1.157)
€0 2 ( ) Py(cosh), a<r.

— Beweis fiir Erzeugende Funktion der Py(z) durcha = lundr =t¢, |t| < 1

Beispiel: Leitende Kugel im homogenen dufleren E-Feld

Abbildung 1.20: Die x3-Achse wird auf Grund der Symmetrie des Problems in Richtung des duBe-
ren Feldes gelegt.

Randbedingungen:

(1) Potential in Kugel:
O(r < a,cosl) = ¢y = const. (1.158)
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1. Elektrostatik

(2) Verhilten fiir r — oo:

Somit:
O(r,0) = —FEoxs = —Eor cosf . (1.160)
=P;(cos0)
Allgemeiner Ansatz:
0) = Z(Ag?“z + Br "N Py(cosh). (1.161)
=0

Wegen (2) gilt: ®(r, 9) e —FEorPy(cos ).
:>A1 —Eo,Ag—ng%l

Ergénzung:
Soll &(r,0) — ®y(0) gelten,
T—00

1

1
/ d cos(0) Py(cos)Py(0 Z Apr® / d cosf Py(cosf)Py(cosb),
S

-1

J/

-

=57 0w
20+11 /
A= T+7 d cos O Py(cos 0)Dy(0).
r
5
Aus (2) folgt:
o(r,0) = Z Byr~""'Py(cos ) — EyrPi(cosh). (1.162)

£=0

Aus (1) folgt:
Z Bea™* “1Py(cos ) — EiaP;(cosf) L Oy Py(cos ) (1.163)

Somit ist fiir ¢ = 0: By = a®o und fiir { = 1: 0 = Bya~? — Eya. B, = 0V > 1.

= BO = (I)OCL, Bl an Bg =0V >1 (1164)
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1. Elektrostatik

3

= O(r,0) = —Eyrcosf + By + Ega—2 cos
—_——— r r
~~~ ————
Korgegebe“es’ Feld der Ge- Dipolfeld der In-
NOMOgENes, samtladung fluenzladungen (1.165)
duBeres Feld
auf der Kugel
bei isotroper
Verteilung

E-Feld auf Kugeloberfliche:

= - . 1, 1
E=-Vo = (e,ﬁr + ;6989 + TSin€€¢a¢> d .
3 1 3
= —¢, | —FEycosf — (IDOg — 2E0a—‘ cos | — —éy | Egrsinf — an— sin 6
7"2 TS T T‘2 r=a
, P )
=é€, | 3Eycosf + — | L Kugeloberfliche.
a
(1.166)
Fliachenladungsdichte:
)
0 = EoEr = €0 - 3E0 cos + 060. (1167)
r=a a
Gesamtladung der Kugel:
qg=ad’ / dQY o = 4meyPoa. (1.168)
1.8 Randwertproblem in Kugelkoordinaten
Laplace-Gleichung (Kugelkoordinaten):
0=Ad = 1a2r+ L 9ysin6d + L (1,0, ) (1.169)
N e T r2sing O 2gingY 9 '
Separationsansatz:
U .
o = Y) - P(0)Q(). (1.170)
Einsetzen in A® = 0, durchmultilizieren mit U;;) ik
U/l 1 - 1 "
= r?— + = Opsin 00y P + — Q— =0
U Psinf sin” ¢ Q
-~ ~~
('Funktlon von r) (Funktion von ¢) (1.171)
= const. = const =1 —m?

(Funktion von §) = const. = —L(l+1)
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1. Elektrostatik

Wir erhalten somit 3 Gleichungen fiir U, P , Q-

(1)  Q"+m’Q=0, Q(p)=Q(p+2m).

1.172
= Q(p) =1 (m=0)V cos(my) Vsin(my), m=1,2,3.... ( )
Eleganter: '
Qum(p)=¢e"? m=0,£1,£2 43, ... (1.173)
1 . - m2 - -
(2) ——0psinyP — ——P = —L({ + 1)P. (1.174)
sin 6 sin“ 0
mit den neuen Variablen x = cos 6, P(x) = P(cosf) = P(0)
:>d(1— 2)dP+ 0(0+1) — : P=0 (1.175)
dx i 1—a2 - '
(Verallgemeinerte Legendre-DGL)
(3) Radialgleichung:
r?U" — (L +1)U = 0. (1.176)
= Ui(r) =r"", Us(r)=r7" (1.177)

(wie im vorigen Abschnitt)

1.8.1 Die zugeordneten Legendre-Funktionen als Losung von
Gl. (1.175)

1. Schritt: Abspaltung des Randverhaltens bei singuldren Punkten x = +1

r — +1:
1—2*)=1—-2)(1+z)~2(1—2x). (1.178)
—DGL: p p )
o o (1-x) (1.179)
el-0La_nlp " p
—z)—(1—2)—P ~ —
x dx 4
— Ansatz:
2
P=(1-2)" = a*(1—-2)*= %(1—95)@, az:l:% (1.180)
— P~ (1—z)m/2 (1.181)
Losung zu o = —|Qﬂ| ist nicht quadratintegrabel fiir m # 0!
x — —1 analog:
P~ (14 z)m2, (1.182)

49



1. Elektrostatik

2. Schritt:
Ansatz:
P(z) = (1 —2?)m/2 . P(z).
P(x) soll regulr sein in [—1, 1] — DGL fiir P(z):
d

dx dx

3. Schritt: PR-Ansatz fiir P:

P(x) = Zan:v"
— analog zu F;: "
(Im|+n)(m|+n+1)—£(l+1)
(n+2)(n+1)

— Reihe muss abbrechen, sonst keine regulédre Losung!
=/{=|m|+n,.n=0,1,23, .. firfestes |m| =0,1,2, ...
bzw. m = —/{, ..., fir festes { = 0,1, 2....

4. Schritt

Apy2 = Qp -

_1\m +m
267! dxttm
(zugeordnete Legendre-Funktionen)

P(x) = (z® — 1)

91— 22 LP e P+ (00 + 1) — m|(Im] + 1)) P = 0.

(1.183)

(1.184)

(1.185)

(1.186)

(1.187)

— Nachweis der DGL durch explizites Einsetzen analog zu P(x); Nachweis der Ein-

deutigkeit (bis auf Normierung) ebenfalls analog:
e Ansatz dhnlich wie oben:
P(z) =: (1 — 2?)

— Einsetzen in DGL liefert:
d d

m
2

P(z) - (=1)m™2¢ - 0.

dx dx

e Losung von Gl. (1.189) fiir m = —¢ durch P, = (2% — 1).

(1.188)

—(1 = 2%)—P(x) — 2mxP'(x) + [L({ + 1) — m(m + 1)] P(z) = 0.

(1.189)

Verifikation:
i 2 i 2 1\ i 2 1\ 2 _ 1\
da:(l T )da:(x )"+ 2€xdx(:c D4 [(C(f+ 1) + (A +1)] (2* = 1)
= %(—%x)(mz — D) 4P (2 — 1) 202 — 1)

= Tt 1) - QP =T+ AL =T 4 20— )
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1. Elektrostatik

e Beweis von Gl. (1.189) durch Induktion m — m + 1:

dl+m

Sei Pj(v) = L7 (2® — 1)’ eine Losung von GI. (1.189).
— Nachweis von " (z):

d A
0= - [(1.189)] , beachte:P," ™ (z) = —F}"(x).
da Ll:c( ! )} rt W U gt @

. d - d
—2mP (x) — me%PEm'(l‘) + [6(0+1) —m(m+1)] %Pem(x)
. d d .. .
= —Q%xPK ) + %(1 — :L’Q)%PK (z) —2mP" (2)
—2ma P (2) 4 [€(0+ 1) —m(m + 1)] P ()
d d - . .
= d—(l — xz)d—PEmH(:c) —2(m + )P () — 2(m + D) P (2)
T T

+ [0+ 1) — m(m + 1)] Pyt (a)
_ %(1 - xQ)%Pﬁ+l(x) = 2(m+ D ()
+ [0 +1) = (m +1)(m +2)] B/ ().
= (1.189) fiir P+ (x)!
(1.191)
0

Eigenschaften der P} (z):

o P)(z) = Py(z), P*(z) = (-1)™(1 — 2*)™2 L= Py(x),m > 0.

o B"(x) = (—1)" e P (x)

m m Polynom in z«
= P"(z)=(1- g;Z)I /2 <von}1]Grad€— |m|) ) (1.192)

e Orthogonalitit:
+1

/dx P () Py ()

-1

2 (4 m)!
= ST (1.193)

Kugelflichenfunktionen Yy,

20+1 (L—m)! im
Yo (0, ©) ::\/ pp 'E€+m)!PZ (cos@)e™?, £=0,1,2,..., m=—L,—L+1,... +L.

(1.194)
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Eigenschaften:
e Explizit:
1
Yoo = T
00 T
3 )
Yii = —¢/ 5= -sinbe’?,
8 -
T +tizo
3
Yio = 1 <08 0,
:x3/r
1 /1
2 = — 15 sin® #e*?
4 s
_z%fz%ﬁ»szle
- A
15 ,
Y21 = —4/ z=sinfcosfe'?,
81 ———~——
:(1‘1+i;¢2)13
5 1
Yoo =4/ —= (3cos® 0 — 1),
4 2 N———r
3x§ 1
[ ]
Yom(0,0) = (=1)"Yun (0, )",
[ ]
2m 1
/ng/dCOSQ Yo (0, 0) Yo (0, ©) = S0 Sy
0 -1
[ ]
Z Z Yo (0", 0 ) Yo (6, 0) = 6(¢ — ¢')d(cos§ — cos @),
£=0 m=—¢

e Additionstheorem (Beweis sieche Literatur):

Py(cos7y)

Richtung &’ T

Allgemeine Losung der Laplace-Gleichung

) y4

7” 0 SO Z Z |:A€mr +B€mr 1] WM(&@)

=0 m=—¢
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- H/—/ ——"
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1. Elektrostatik

Die Konstanten Ay, und By, sind aus den Randbedingungen zu bestimmen.

1.9 Multipolentwicklung

Aufgabe:
Lose Poisson-/Laplace-Gleichung A® = —£ fiir vorgegebenes p(7), wobei Z € V' =beschrénkt
mitRB® — 0.

r—00

Abbildung 1.21:

=\ 1 3 = p(f’) = A
(I)(.CIZ) = 47T€0 /d Y |:i"—:i”" T = ]m\, r = ‘x‘ (1.201)
v
1 2 2 / —-1/2
=7 = (r° +r"“ —2rr' cosvy)
r—x
1 "N\? e
=— |1+ (—) —2—cos7y , wobei t = r'/r < 1 fiir hinreichend grofie r!
r r r
Erzeugende “Funktion der
Py(cos)
1N /!
= - Z (—) Py(cos~), verwende Additionstheorem!
re\r

(1.202)

53
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/

5 1 VY =1 (r ¢ 4 ’ A"
£=0 m=—/{

€0
Vv

—(—1

0o l
1 T
- mYm 97
60 ZH 2+ 1 mzzg GemYem (0, ¢)

(1.203)
mit
Qom = / &7 p(@ )" Y (¥, &), (1.204)
v
(sphdrische Multipolmomente)
Q—m = (—1)"q},- (1.205)

Zusammenhang mit kart. Koordinaten

Taylor-Entwicklung:
@ =YL (7 %) @] =@ S0+ 2 S P @)+ o),
s n! =0 2 byt © 1 0x;0x; !
(1.206)
f(—»/) _ _ (—»2 + =2 2—»—»/) 1/2
Tja-a T
- - 1.207)
1  a 1 I 3(11'0/]‘ - |a|25ij 4 (
= 1o =3 T3 s ————e—— + O .
@ + e +3 oy FE + O(la|™)

Anwendung auf |7 — Z/|7',d.h. @ = 7, |@| = r:

= &(7) = /d3f’ &) 1

dmeg |7 — 2|

) |1 r 1 3z + 170,
— | B7 p(@') T 1o il ij
/ v Areg |7 + r3 + 2 Z; il rd
<

(1.208)
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1. Elektrostatik
wobel

4> p(') = Gesamtladung,

d&*7' p(Z') (3wsx; — 1°6;;) = el. Quadrupolmoment,

v

p= / 7 p(2) 7 = el. Dipolmoment,
v
v

3
Qij = Qji, Tr{Q} = ZQu‘ = 0.
i=1
Zusammenhang mit qp,,:

. q

qoo = _\/Ea
3 .

qi1 = — —W(Pl - sz)a

_ /3
qi0 = 47TP37~~

1 15 .
22 = E %(Qn — Q22 — 22@12)7
1 /15 .

g21 = —g g(@l:ﬁ - 2Q23),

1 /4n
Q20—§ EQ337

Eigenschaften von Multipolmomenten:
® ¢, hingen von Koordinatenursprung ab fiir ¢ > 0.
e (y,, ist translationsinvariant, falls g,,» = 0 fiir alle ¢/ < /.

® ¢y, ist Tensor vom Rang ¢ (in sphirischer Darstellung),
z.B.: Koordinatendrehung:

T X
i=|d|=D|a| =Dz
T3 €3
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1. Elektrostatik
(x: Schreibweise fiir Koordinatentupel, D: Drehmatrix , d.h. D~! = DT)
= q=q,

3
pi=Y_Dip;, p=Dp,
= (1.213)

3
Qij = Z DixDjeQre, Q= DQDT-

k=1

Beispiele: Anordnungen von Punktladungen

(1) 1 Ladung g am Ort a:
p=qa, (1.214)

Qij =q (3%% - a25z‘j) . (1.215)

(2) 2 Ladungen: +q und —g mit Verbindungsvektor a:

Qges = 07 (1216)
P = qa, (1.217)
Qij # 0, falls p=0. (1.218)

(3) 4 Ladungen: Angeordnet im Quadrat, mit jew Abstand a, gleichnamige Ladun-
gen liegen auf einer Diagonalen, x;25-Ebene liege in der Ebene des Quadrates:

-—q. .’1'(11 /\’(2

e |

+{gfzxjtq %

Abbildung 1.22: Tllustration zu Beispiel Nr. 3: Vier Punktladungen, angeordnet als Quadrat in der
z1-r2-Ebene mit Kantenlédnge a.

Qges = 07 (1219)
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p=0, (1.220)
4
Q;; = translationsinvariant = Z In <3x§")x§") — ™ 25,~j> ,

n=1

Qu =Q2=0Qu=0, Qn=3¢? Q3=CQxs=0. (1.221)

= Q = 3qd*

o = O

1
0
0

o O O

(4) 4 Ladungen aus (3) gedreht: Anordnung wie zuvor, jedoch um 45° gedreht:

-9
* A
Xa
“qe “rq 2
A
[ X4
-9
X1

Abbildung 1.23: Tllustration zu Beispiel (4): Vier Punkladungen wie in Abb. 1.22, jedoch um 45°
gegen die Koordinatenachsen z; und - gedreht.

1 1 1 0

r=Dx, D=—]-1 1 0

V2 0 0 V2
(1.222)

R 1 0 0

= Q=DQD" =3¢ga®> |0 —1 0

0O 0 O

Test:

Q11 =+q- 2(\/5@)2 —q (2(@/\/5)2 - (a/\/§)2> 2= 3qa2, @22 = _Qlla
(1.223)

Anwendung: Energie einer Ladungsverteilung im externen elektrischen Feld

Ladungsverteilung p(Z), V im externen Feld E(&), wobei E im Bereich V nur wenig
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1. Elektrostatik

variiert. = Energie W von p(Z) im Feld E = —V¢r

W= / d*7p(7) (1.224)

74
V

< NEY
\

\

Abbildung 1.24: Ladungsverteilung im Volumen V/, welches von einem externen E-Feld durchsetzt
wird.

Ursprung OinV, Entwicklung:

T | ¢

N 35 T i
W= [ 8o |00+ V0 + 5Y may G0+
J 2,] Iin_%ngz]

Der Term mit ¢;; liefert keinen Betrag, da Z 0} = —VE=0

%

I e | 1 oE; -
_ / 4% p(7) | 9(0) = FEO) — 5 3 (s — 5170 510 +
V 27‘7
~ - 1 oF; -
= o0 - 7 E (0 - = i=—(0
12(0) PE(0) 52 Qug, O
Beitrag der Ge- Beitrag der Ori- N — .
samtladung entierung des Di- Orientierung des Qua-
pols bzgl. des E- drupols bzgl. der Inho-
Feldes mogenitit des F-Feldes

(1.225)
Beispiel: Wechselwirkungsenergie zweier Punktdipole

B = _172 — 3é(p> - €) _ _T2132 — 3%(p>7)
2 r3 i (1.226)
= Feld, das von p; bei & erzeugt wird (p, im Ursprung!).
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1. Elektrostatik

7”2(]71172) — 3(p1.7) (pa)
o
= Wechselwirkungsenergie von p; und p5

= Wiy = —ﬁlﬁz =
(1.227)

= Wy (Symmetrie!).

Rl

Abbildung 1.25: Zwei Punktdipole 7] und p> mit Verbindungsvektor 7.

1.10 Makroskopische Elektrostatik

Mikroskopische und makroskopische Felder

Abbildung 1.26: Einzelne mikroskopische Ladungsverbinde j (Atome, Cluster, Molekiile, ...) bei Z;
erzeugen ,,mikroskopisches Feld “. Das Fernfeld eines Verbandes ist charakterisiert
durch die Ladung ¢; und das Dipolmoment pj;.

e Mikroskopisch:

1 - 1
ml rof _)‘v‘ﬁ
ik Z47Teo [|x—xj|+p ]|:U—xj|]

J

Pmikro (l’l) N NS/ 1
d mikro v =
/ 47%0{ + Tmikro(T')

o

(1.228)
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1. Elektrostatik

wobei pikro(T') = D_; ¢;0(%" — ;) (eff. Ladungsdichte) und
Tmikro(Z) = Z p;0(z" — ;) (eff. Dipoldichte)

Aber: ¢dnio = uninteressant fiir makroskopische Phianomene (und in der Praxis
meist nicht berechenbar!)

Makroskopische Felder:
Relevante GroBen: Mittelungen (...) iiber kleine Bereiche, die

— sehr viele mikroskopische Ladungstriger umfassen, und

— klein sind gegeniiber makroskopischen Ausdehnungen.

1
O(Z) = (Prikeo(T)) = AV / &Y it (T + ), AV(Z) = kleines Volumen um 7
AV( *)
o (7 S 1
d3 — d3 — pmlkro(w) _’mi o = v/
AV / / Ires {|f+gj— 7+ o (T)V 2

AV(Z)
11

Substitution: 7 = 7" + 1/

]- 1 mikro — — — ]-
/ 7 / d3*[%xj|y) + Firo (@ + ) - V' ——— }

4meg

V(Z) |7 — |7 — 2|
1 p(2") ~ 1
— dS—w P =/ V” 7
ey ] 7 Lf—fﬂ +PEWV T

(1.229)
wobei: p(T) = (pPmikro(Z)) =mittlere Dichte der ,,freien Uberschussladungen “,
die nicht aus makroskopischen Verschiebungen stammen.

P(Z) = (Tmikeo(Z)) =mittlere Dipoldichte = ,,makroskpische Polarisation

Beachte:
Mittelung (P ikr0(Z)) liber Potential bei & wurde umgeschrieben in Mittelung
iiber felderzeugende Ladungen und Dipoldichte p und P bei 2"

Betrachtung von E:

E(Z) : = —V&(7)
= — V(P i (T)) (1.230)

—

(VP rikro(Z)) = (Emitro(Z))

—

=V x E =V %X (Enikeo) = (V X Eriiro) = 0. (1.231)
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1. Elektrostatik

V.-E=—-Ad
— _ 1 /d3 =/ [,O(f//) + P(fﬁ) V// A 1
47eg |7 — 2|
——
=—And(F—3")
=3w@%kl/ffﬁWU@wf—W> (1.232)
€0 €0 R — :
=—V§(F—T")
r . = =
= —p(@) ——- VP(7)
€0 €0 N——
= *Ppol(f)’
Polarisations-
ladungsdichte
Also: ] ]
VE = — (o@) + ppa(®) = —pen(). (1.233)
Pees =gesamte (tatsdchliche) Ladungsdichte.
Definition: Dielektrische Verschiebung
D:=¢kE+ P (1.234)
— VD = p(Z) = Dichte der freien Uberschussladung. (1.235)

Randbedingungen an Grenzfldchen
— Ableitung aus VxE=0undVD = p wie frither (siehe 2.)

= (5 7 — D 1) - M = o = Flichenladungsdichte der freien Uberschussladungen,
(1.236)
El = El. (1.237)

Phinomenologische Parametrisierung von P:

P = materialabhéngige Funktion von E:

a) Eigentliche Dielektrika:

E=O E+0

Abbildung 1.27: Verschiebungspolarisation in mikroskopischen Ladungsverbinden

61



1. Elektrostatik

P = P(E) = xecoE + ... (1.238)

wobei man Y. als elektrische Suszeptibilitit bezeichnet. Die nicht-linearen Ter-
me (...) sind bei nicht allzugroBen E vernachlédssigbar = lineare Medien:

—

D=¢FE+P= (1+ Xe)EOE = ¢, eoF (1.239)
(e,: relative Dielektrizititskonstante, typisch €, ~ 1 — 10)

Isotrope Dielektrika y. = Zahl.
Anisotrope Dielektrika y. = Tensor 2. Stufe.

b) Paraelektrika:
Polarisation durch Ausrichtung von permanenten Dipolen:

Xe = Xe(T) ~ 10 — 100. (1.240)
(T: Temperatur) Y. fillt typischerweise mit steigendem 7!

c) Ferroelektrika: .
Spontane Polarisation (. > 100) moglich bei £/ = 0, falls 7" < T = kritische
Temperatur — Hysterese-Effekte, etc....

Im Folgenden werden wir nur lineare Medien nach a) und b) betrachten!

Beispiele:

(1) Punktladung im polarisierten Medium:

VD = p(Z) = ¢5(%)

— V(e E) = ¢,V E (1.241)
T A L1 C)
€€y €o€r

= Punktladung wird abgeschirmt, ggcs = i

]_ — —
= O(F) = —° E=-Vo,.. (1.242)

T Areoe, [Eik
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1. Elektrostatik

(2) Polarisierbare Halbrdume mit Punktladung:

Abbildung 1.28: Zwei Halbrdume mit unterschiedlicher Polarisierbarkeit.
e Punktladung bei a: p(Z) = ¢d(Z — a).
e Ansatz fiir Bildladungen: ¢’ bei —a@ und ¢” bei a.

— Ansatz fir o:

/

1 q q 0
— 4mele ( r—a + T+a ) ) > U,
(7) = 7€0 lq,, | lZ+al

: (1.243)
drelley |Z—al’ r1 < 0.
— Poisson-Gleichung erfiillt:
—tgf(F—a)=-22 2, >0,
AP — E’{qup((f) ) eleg 1 (1244)
0:_67{1605 T <07
d.h.
VD = €. VE = p(%) (1.245)
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1. Elektrostatik

RB:
o Dt
0P 1 —q
D{:—Eieo— . . qa:2 qa 7
0z lay=0+ 4 (23 + 2% + a?)3/?
0 1 d
DIt — ey — =—— q2a .
Oy lzy=0- 4t (234 x5 + a?)3/? (1.246)
1 a
» 0= D =D = et
=q =q-q.
o El:
I ¢ 1 qr2 + q'T2
By = —€5— = . (2 2 2)3/2’
0xo lei=0+  dmeley (234 23 + a?)3/
EII = —a—¢ fry 1 . q”x2
2 6332 z1=0" 47T€7{I€0 ()3/2
_ ol Il _ (I‘i‘q/_Q_” 1 T q+q’_i
»0=5-5 = ( el el ) dmey (...)32 ¢ €l
(1.247)
el Il 91T
/T T "o 7
:> q - €£+E£Iq, q - €£+€{q] q (1248)
q 1 ei—ei’) 1
—— +( ==, 21 >0,
(7)) = dmeleo {Iw—a el el |w+a} ! (1.249)
q 21 1
dAmelleq ) el+ell ) |Z—al’ Ty <a

eE< gL

Abbildung 1.29: Qualitative Darstellung der Feldlinien des E-Feldes einer Punktladung in einem
von zwei Halbraumen unterschiedlicher Polarisierbarkeit. Der linke Fall (¢!l > €l)
entspricht fiir £/ — oo dem der Punktladung iiber einer Leiterplatte!
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1. Elektrostatik

1.11 Feldenergiedichte in Medien

Erinnerung: ,,Vakuum *

W= % / &7 p(7)D(F)
6 B (1.250)
=— [ @’TE?
2
Jetzt: im polarisierbaren Medium =- Energieaufnahme im Medium durch Polarisation
Wir betrachten dazu eine Ladungserhthung im System p — p + dq

= Energieerhéhung W — W + 6W
W = /d3f O(7)0p(Z)
Nutzen wir nun, dass dp = §(VD) = V(6D), so erhalten wir:
SW = / 7 B3V (5D (D))
= — / d*% (V®)éD fiir endlich ausgedehntes p; nach GauB
= / d*z E - 6D.
Fiir ein lineares Medium: D = ereoﬁ .
= FE0D = 6067«E_1 SE

1

= Scoe0(E?) (1.251)

1. - -
= 0(E - D).

1 R
:>W:§/d3:?E~D

1 (1.252)
= Eeoer/d?’f E2 = /dgf wel(f)
Also ist die elektrische Energiedichte:
1= =
We] = §E - D. (1.253)
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2. Magnetostatik

2.1 Elektrischer Strom

— Beschreibung von Ladungsbewegungen

fd/Y := Ladung, die pro Zeit durch die Fliche dA tritt.

J: Elektrische Stromdichte

Ladungserhaltung:
Elektrische Stromstirke / Strom:

I:/dffj

A

2.1)

(2.2)

I =Ladung, die pro Zeit durch die Oberfliche A tritt. Fiir eine geschlossene Oberflache

1st:

dt ot
A(V) 1% %

I= ]{M-j:—i dsfp(f):—/dgfap(x)

fiir ein konstantes Volumen.

Abbildung 2.1: Die Stromdichte j trit durch die Fliche A(V).
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2. Magnetostatik

- o 6,0
0= dA - d>r ==
= ]{ j+/ x@t

A0 v ) (2.4)
2, = - P
Gauss: = [ d°% (V] + —
auss / T ( J+ B t)
%
Da V' = beliebig:
a - —
8_5 + Vj =0 (Kontinuititsgleichung) (2.5)
Stromfaden
— beliebig diinner Leiterfaden <+ Gegenstiick zur Punktladung der E-Statik.
dl =t de, (2.6)
wobei t der normierte Tangentenvektor ist und d¢ das Lingenelement.
AA = / dA~TAA, d*T =dAdl 2.7

AA

&A'-—--.... A
743

Abbildung 2.2: Faden 7 mit Lingenelement dl welches durch eine kleine, ebene Querschnittsfliche
AA tritt.

Somit ist der Strom durch die Fliche A A:

I=/5-z‘f=//|ﬂdf4:\f|~ﬁfh 2.8)

AA AA
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2. Magnetostatik
/IM:/?M/@AM
¢ ¢ AA (2.9)
::/d%j

AV (8)
Ohm’sches Gesetz:
In vielen Materialien gilt:
j=0E (2.10)
o = const. 2.11)

mit o als Leitfdhigkeit

d.h. o hdngt nicht vom Feld ab!

-
xﬂ ®A>®2

Abbildung 2.3: Vom Ort # mit Potential ¢; zum Ort # flieBt ein Strom I, hervorgerufen durch das

elektrische Feld E.
Fiir Leiterfaden: An den Orten & und 7 sei jeweils ein Potential ¢ bzw. ¢, dazwi-

schen ein E-Feld. Dann ist die Spannung

U= ¢y — ¢y = /ME +/ME / §
2.12)

i)
T 1
:/MAAUZ?/ﬂAmf
T Ty
=:R Widerstand

Stationdre Strome / Ladungsverteilungen

— keine zeitliche Anderung von j und p trotz Ladungsfluss, d.h
— =0, —==0
ot T ot
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2. Magnetostatik

=¥ j=-2-0 (2.14)

Beachte: eine bewegte Punktladung liefert keinen statischen Strom:
p(Z) = qo(¥ — 7(t)), 7(t) = Bahnkurve der Punktladung,

J(@) = aro (@ — (1))

(2.15)

2.2 Gesetze von Ampeére und Biot-Savart

Experimentelle Grundlagen:

e Es gibt keine magnetischen Ladungen, d.h. keine magnetischen Monopole.
e Magnetische Felder werden von mg. Dipolen bzw. elektrischen Stromen erzeugt.

e Magnetische Felder gehorchen dem Superpositionsprinzip.

Quantitativ: Ampere’sches Gesetz (= Coulomb-Gesetz der E-Statik)
Betrachte zwei Leiterschleifen in denen die Strome I; bzw. I flieBen.

Abbildung 2.4: Zwei Leisterschleifen in denen die Stréme I3 bzw. I5 flieBen.

Die Kraft F'5 von Leiterschleife 2 auf 1 ist gegeben durch:

= poli1o ~ (de X T1p)
Fip = ir f?{dgl X —= 3 (2.16)

|Z12]3
Cy Co
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2. Magnetostatik

wobei pp = 4m - 107735 = 47 - 1077 2=,
Zwei parallel hingende Faden mit gleichgerichteten Stromen ziehen sich also an.

Uberpriifung von Actio=Reactio

dly x (dly x Fp) = (db; - T12)dly — (dl, - dlo) Ty, (2.17)
— — _ — . 1
e T (2.18)
‘I12| |$1 - IE2| |$1 - $2|

= I 1
= Fip = HO12 ffdel deg 5 fdegfdel Vi——
4m 12| |71 _$2‘

C1 Cy
= 0 nach “Stokes und
L VixVy=0. ]
(2.19)
- LI
Fip=— “Olgy{%dﬁl dl) | |3
T
C1 Co 2 (2.20)
= —F217 da Ty = —Z12.

Bemerkung: Die Kraft zwischen zwei geraden Leitern wird zur Einheitendefinition
[I] = 1A herangezogen und somit indirekt fiir [¢] = 1C.

Magnetische Flussdichte/ Induktion

Def:
magnetische Flussdichte,
B?(H) _pol [di' x (¥—12")  die vom Strom I durch die
T)= A7 7 — 2|3 ~ Schleife C erzeugt wird (d7’ =
c Stromrichtung)

(7 — j”) Verallgemeinerung auf allge- (2.21)
———~= = meine Stromverteilung in V
durch Superposition

,UO 3
d°z
=i FICHR

| —

r—a
,,Biot-Savart’sches Gesetz*

= Kraft auf Leiterschleife C; bzw. Stromverteilung j_"l in V; die von einem externen
Feld B(%) ausgeiibt wird (aus Fj5 oben!)

ﬁlg = ]1 ]{dé_; X Bg(fl)

Cc1

= /d39?1 J1(@) x Ba(#).

Vi

(2.22)
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Lorentz-Kraft:
Kraft, die auf eine bewegte Punktladung bei 7(¢):

F=yq [E(F)WX E(F)}

- / &’z [P(f)ﬁ(f) + (@) x E(f)} . (2.23)

Beachte: Magnetischer Anteil hat analoge Form zum Ampere’schen Gesetz, obwohl
Strom der Punktladung nicht stationir. — Experimentelle Bestédtigung!

2.3 Feldgleichungen

Verwende
T — .fi” - 1 o Mo 3 —1
=-V = B@)=—]4d \Y
= Ve = B0 = [ erie <V
e / pz ) (2.24)
4 |7 — |
v
::?4:(55)
= VB = 0, denn:
b oo o ~ (2.25)
VB =V(V x A) =0 (Quellfreiheit des B-Feldes)
Ferner gilt:
V x B(Z) =V x (V x A)
= V(VA) — AA
Ho = 3o [ = o 1 3 T 1
— |V [d \Y — [ d A
w v [er (i) vt ) - [erions (=)
|4 N——r \4 N——
- — O —— A4S (F—T)
Ko = 3o (2 e 1 2=
=— |-V [d -V 4 .
w3 [er (i@ 92m) + mm]
) (2.26)
Nun ist jedoch:
B R (¢ . 1
—/ v/— — V/ I\ . <v/ — > —_—
IENV =7 (|9?—:1?’| @) F=F (2.27)

=0, Stationaritit von 3
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und somit
20
VxB=-y /dd (29 ) @
47 |7 — |
\ _
N (2.28)
= ¢ dA |%(—$f/|
Gaufl A(V)
= 0, wenn Oberflichenstrome = 0
(V groB} genug wihlen!)
also
V x B = 17 ,,Ampere’sches Durchflutungsgesetz* (2.29)
— Integrale Form:
/(V xB)-dA = ]{ B-dz= /dA Hoj = Hola, (2.30)
A C(A) A
wobei 4 = Strom durch A ist.
Feldgleichungen:
VB =
- S (2.31)
V x B = o]

Frage: Ist B damit vollstindig und allgemein charakterisiert?

Mathematischer Exkurs: Helmholz-Zerlegung von Vektorfeldern

Ein Vektorfeld F'(Z), das fiir |Z| — oo ,hinreichend schnell “gegen Null strebt, kann
in divergenz- und rotationsfreie Anteile zerlegt werden:

F(Z) = F)(¥) + F,(¥), V x F,=0, VF, (2.32)

— -

Umgekehrt ist F(Z) durch VE = VF,und V x F = V x F, eindeutig bestimt.
Beweis:

1) Existenz:
Def.:

) = VE =0. (2.33)
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-,

Auswertung analog zu V x (V x A) oben:

— —

!
— Y ﬁ 2\
V X V><<|f_fl|> V( (ac)sz_f,|

Integration iiber 1~ [ d*Z’ liefert:

F(&) = —iﬁ/d?’f’ 6/( F@) >+ v/d?’*’ MJrﬁ(f)

|7 — 7| |7 — 7|

=Oberflichenintegral =i=Fy(&),wobei VxFy=0

im Unendlichen
nach  Gaul}’schem
Satz — 0 nach

Vorraussetzung
S L o (2.35)
= F' = Fy + F; per Konstruktion.
2) Eindeutigkeit bei gegeb. VF und V X F.
Annahme: Sei VFl VF2 und V X F1 V x F2
— zu zelgen F1 F2 bzw F Fl F2 = O
AustF—OfolgtF ngltAg—VF:O
= [ @5 (Gop = [ @3 (%) (F9)
v v
I/d?’f V-(g-Vg)—g(Ag)
~——
v =0 (2.36)
o P A9V
A(V)
= dA g- F— 0,
A(V)
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wenn V' — R3, da Oberfliche selbst A(V) — oo und F(z) — 0 hinreichend

schnell.
=Vg=F=0. (2.37)
Folgerung:
VB =0undV x B = ,ugj zusammen mit RB B . |—> 0 (hinreichend schnell)
r|—0o0

bestimmen B (7) eindeutig!

2.4 \Vektorpotential

Aus der Helmholtz-Zerlegung folgt, dass B darstellbar als

— —

—VxA , A= Vektorpotential. (2.38)

Aber: A ist nicht eindeutig, da weder VA noch RB an A festgelegt.
SeiVx A=Vx A =>Vx(A-A)=0

= A — A=V (2.39)

A ist nur bis auf ein Gradientenfeld ?w (¢ =beliebig) eindeutig!
= Eichtransformation: A — A" = A+ Vi, ¢ — ¢ + const dndern die statischen
Felder B und £ nicht.

Feldgleichung fiir A:

e VB = 0 ist automatisch erfiillt: VB = V(V x A) = 0.

e AusV x B = Moj folgt:

. . - (2.40)
= AA = —pyy, falls VA = 0 (Coulomb-Eichung).
Explizite Darstellung fiir A:
2y
i O (N
(@) = 4W/) |a_fw+vw@% (2.41)
1%

wobei der erste Teil in 2.3 explizit konstruiert wurde und die Coulomb-Eichung VA =
0 erfiillt fiir stat. Strome Vj = 0; der zweite Teil ist ein beliebiges Gradientenfeld, z.B.
eine Konstante Aj.
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Beispiele:

1) Homogenes B-Feld:

—

B(Z) = By = const

. 1. .

Z.B. .g = nggi
A(f) = _BO T + Vw
0
also z.B.:
- 0
L B [ ™ . 1
Al = =0 1 R AQ = BO T mit ¢2 = —{L‘ll‘gBo.
2 0 0 2

2) Linearer Stromfaden:

=2l

A

B,

Abbildung 2.5: B-Feld eines linearen Stromfadens

J = 180(x1)d(xs) = 18509 ().
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Wir verwenden auf Grund der Symmetrie Zylinderkoordinaten:

P COS P
= | psing |, (2.46)
z

1/ = Ho 3 =/ ;(f/)
A@)="— [ d
(7) 47r/ T E— 7

I +L

MO / ’ 1

—eé3 [ dx

A A (o — )

+L
Mol / ‘
© A / z —_ z L—oo

Problem: Stromverteilung reicht bis ins Unendliche.

— A kann divergieren fiir |7 — oco.

Aber: Divergenter Anteil in A héngt nicht von ¥ ab!

— Potentialdifferenz A(Z) — A(Z,), wobei A(Z,) einen bel. Referenzpunkt an-
gibt, ist wohldefiniert!

— 00, falls Leiterldnge L — oo.

(2.47)

[ +L
- - 1 1
= A7) - A7) = £ /d’
4 J \/p2+(z—z’)2 VP2 (20 — 2)2 1100
~\~ +OOJ
:[ln(z/_z+\/m) In( 20+ /B3 (20— 2)?)
pol 2=z PP (2= 22\ oo
=—2e,In ‘
R R EIC R AR
/"LO‘[—»\ 2
=& (In(+/2) — In(#*/s2))
I
= 'uié’z 21In (@)
47 p
pol <Po)
=Y (2
2 P
(2.48)
T |
:>B:V><A:MLV><( e, Inp)
2m (2.49)
ol 1 '
27 pew
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wobei die Rotation in Zylinderkoordinaten in diesem Fall gegeben ist durch:

V x (f,é,) = — €, — ——€,. (2.50)
(f ) p agp P ap ®
Nebenprodukt:
A = —Hd e A
27
(2.51)

= —poj = —polé. - 6@ (Z)
= Ay In|7?| = 2763 (),

. _,(2) . 931 o 82 32
wobei 7¥) = ] Ag—a?l—i-aj%.

2.5 Magnetisches Dipolmoment

Fernfeld einer stationdren Stromverteilung

Xy

V' begcenzt!

Abbildung 2.6: Begrenztes Volumen V mit & € V.
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T NO 3 2/ o 1 — —
R e K G R L
14 W
=1/r+ 5 +0(r=?) (2.52)
o MO 3 - Ho 3 ! -3
= a’7 g 3/dxj (X)) + 00,
1% 1%
Umformungen fiir ﬁj =0
/ P7 F(@)-j(@) - V(@) =— / B g(Z)j(@)V' f(7)
v = Vfi9)  —g9i(V'f)— fg(V')) v
N—— ~——
— 0 , da Ober- =0

flachenintegral ver-
schwindet (3 = 0

auflerhalb von V)
(2.53)
o f=1 g=u):
J-(V'ah) = jér = ji
/ &7 ju(@) = 0, dh. / &7 j(#) = 0. 254)
v 1%
o f=ul, g=uap
/ &7 x)jo = / &7 i (2.55)
1% 1%
= A(@) = 22 / &7 @) @7
—_——
14 :k ) é’kjkxéxg@?m— kz;i é‘kx;vjéxé
1 -
= 4?"3 3 /d3f’ {(f’) () — 7 <j(f/) x)]
1% N -~
=—Zx (& % (&) (2.56)
1 B .
= —Fx 4‘;‘7{3 -§/d3f’f’xj
1%
_ Mo Dm X T
4T r3
1 S
P = 3 d*7'& x j(&') ,,magnetisches Dipolmoment
1%
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2. Magnetostatik

D2 N o 2
= B() = ¥ x A= k0 3] = Pl
™

r3

Beispiel: Ebene Leiterschleife mit Strom /

()

>

£)

Abbildung 2.7: Ebener Stromfaden der eine Fliche A umschlieBt

&Pz = Idl
[ — L axdr1
2
C(A)
=1 fT, A=A 1, 1 = Flichennormale.
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2. Magnetostatik

Kraft auf Stromverteilung im dufleren B-Feld

\/ begrenzt!

Abbildung 2.8: Das Volumen V' wird vom Feld B durchsetzt.

By(Z) = By(0) + & - VB(0) + O(F), (2.60)

dabei sei der Abstand 77 in V klein gegen typische Abstinde, in denen B variiert. Mit

+1, falls (4,7, k) zyklische Permutation von (1, 2, 3) ist,
€k = § —1, falls (4,7, k) anti-zyklische Permutation von (1,2, 3) ist, (2.61)
0, sonst,
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2. Magnetostatik

ist die Kraft auf V':

~~ - =>_,0,B;¢€;
J—0 “J
3 - . / -
= /d x E €ktjCk Je E z;0; B;(7)| 0
Tr=
% k.5 (
—_——
s

=

= ngekéj(ﬁm X 6)ij(fE)

k.t.j

= (i x V) x B(Z)

—v (ﬁmé(f))

7—0

8

=0

=V (5 B(@)

-

=0

Fiir stationire Felder (6 x B = 0):

— = —

F =V (pnB) = fin x (V % B) + (- V) B = (- V) B(@)

= ,,Orientierungsenergie“im B-Feld:

W = —p, - B.

Dies ist nicht die Energie, um einen Dipol ins Feld zu bringen!
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2. Magnetostatik

Drehmoment auf Dipol im dueren B-Feld:

(2.65)

— P x B(0).

2.6 Makroskopische Magnetostatik
— Mittelungsprozess iiber mikroskopische Bereiche analog zur makroskopischen E-
Statik.

e B-Feld: ) )
B(f) = <Bmikro(f)>a (2.66)

wobei Binikro VO mikroskopischen Strémen und permanenten Dipolen erzeugt
wird. Eine quantitative Erfassung ist zu kompliziert und unnétig!

. . 1 o = L
<Bmikro(x)> - A_V / d Yy Bmikro('r + y>7 (267)
AV (Z)
VB(.%) - V<Bmikr0(§€)> Linearitﬁt?Mittelung <VBmikro(x)> - <O> =0 (268)
= B=VxA, (2.69)

d.h. B aus makroskopischem Vektorpotential A ableitbar.

e Strom:
<jmikro> = .] + ]m + jpol = jgesv (270)

wobei sich j aus der Bewegung freier Ladungstriger ergibt. jm bezeichnet die
Magnetisierungsstromdichte durch stationdre Bewegung atomar gebundener La-
dungstriger. Stationaritit — V3, = 0. j,o wird hervorgerufen durch die Ver-

schiebung der Ladung p,,d>7, die zu P # 0 fiihrt:

appol
ot

Vi =0 2.71)
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2. Magnetostatik

d.h. fpol — P — (in der Magnetostatik. (Beitrag = 0 in diesem Kapitel!)

e _ Magnetisierung*: M (Z) = magnetische Dipoldichte, die durch ;m und Ausrich-
tung permanenter magnetischer Dipole effektiv erzeugt wird.

Tz~ B0 [ gz @) no / 3 M(Z) x (& — )
=2 AX)=— | &7 ——5+— | d ) x (@
@ 47T/ ) 7 — 2| Arm g |7 — 23
v J 5
=M(#)x V! gy =—V'x ( e ) + IR

o [ e HE) 4 9 X ()

C A4n |7 — 2| ’
v
(2.72)
wobei [ d*7’ Vv’ x (‘]\ig%) — 0 (als Oberflichenintegral).
= Jn(®) =V x M(Z) (2.73)
Feldgleichungen und mg. Feldstirke
Definition: .
— B —
H:=——-M (2.74)
Ho
bezeichnet man als magnetische Feldstdrke
— — ]_ — — — — — — —
j B_ Vi 7 7
=V x o Vﬁx V x Jees — Jm = J, (2.75)

=Jges 10

d.h. H wird durch die frei beweglichen Ladungen bestimmt. Somit sind die Feldglei-
chungen der Magnetostatik

VB =0
S L (2.76)
VxH=j
zum Vergleich die der E-Statik:
VD =
L 2.77)
VxE=0

Beachte: B und E sind die eigentlichen MessgroB3en, da die von tatsdchlich vorhande-
nen Ladungen und Stromen erzeugt werden.

Verhalten von B und H and Grenzfliichen:

— Betrachtung von infinitesimalen Volumen / Wegen wie in der E-Statik!

a) Normalkomponenten:(gj — g}[) -1y =0, da VB =0.
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2. Magnetostatik

b) Tangentialkomponenten: Es sei k= Flichenstromdichte, d.h.

k-AA T
— = Strom A durch AA (2.78)
T I
—
%
=al oX e
Rg [ &
'{', @ é = '{_ X ﬁI

Abbildung 2.9: Zum Verhalten von B und H an Grenzflichen.

—>/d/T (¥ ) = ]{ﬁdf:(ﬁn_m)mg+.,.
AA C(A)
:/M;:M:g.f. Az + . (2.79)
AA
= <F[H_ﬁl> e=k-t V= <F[I—FIH> x iy = k.

Phinomenologische Klassifizierung von Medien:

M = M(B), M = M(H). (2.80)

Fiir lineare Medien ist M = Xmﬁ + ..., wobei die noch folgenden Terme fiir lineare
Medien vernachlédssigbar sind. y,, bezeichnet man als ,,magnetische Suszeptibilitit*.

B = poH + poM = (1 + xom) ptoH = popuo H.
——

=il

(2.81)

14 bezeichnet man als relative Permeabilitdit.
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2. Magnetostatik

a) Diamagnetismus: keine permanenten magnetischen Dipole, d.h. reine Indukti-
onseffekte an mikroskopischen Stromen.
Xm < 0, typisch |x,n| ~ 107° (kaum temperaturabhingig). Fiir x,, = —1 er-
hilt man einen perfekten Diamagneten, z.B. Supraleiter (Meiner-Ochsenfeld-
Effekt).

b) Paramagnetismus: Ausrichtung permanenter Dipole (z.B. aus Spin und Bahn-
drehimpuls der e, Kernspin, ...).
X = Xm(T) >0, X ~ 1079 — 1072 (starke Temperaturabhiingigkeit!)

¢) Ferromagnetismus: Spontane Ausrichtung permanenter magnetischer Dipole,
falls T' < Tz (Curie-Temperatur).

Xm = Xm(T, H), typisch:

N>
M

/

TNy

/

Abbildung 2.10: Typische Hysteresekurve von Ferromagnetika. Der Startwert bei (0,0) gilt nur bei
vollstdndiger Entmagnetisierung (z.B. durch Erwdrmung), d.h. mikroskopischer
Unordnung. Die Magnetisierungskurve weist eine starke Nicht-Linearitét auf.

Zur RWA der Magnetostatik
— Methoden Analog zur F-Statik, z.T. komplizierter durch Vektorcharakter des Po-
tentials A.

Sonderfall j =0:

e VB = 0, i X ﬁq: 0 — H ist aus einem magnetischen Skalarpotential ®,,
ableitbar: H = -V, .
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2. Magnetostatik

e Fiir lineare Medien (é = ,uruoﬁ ) folgt zusitzlich:
0=VDB = pouVH, (2.82)
d.h. A®,, = 0 (Laplace-Gleichung)

Beispiel: Magnetisierbare Kugel im homogenen B-Feld

Problem:

VB=0, VxH=7=0 (2.83)
dh. H=-Va,,
Randbedingungen:

e B* und H/ sind stetig bei r = R (Kugel vom Radius R ist im Ursprung zen-
triert)

e B — Bogg

rT—00

Methode: Multipolentwicklung fiir ®,,,!

Innen:
B' = pypoH', @), =" ap’Pycost). (2.84)
=0
Auflen:
B® = uoH®, & Z ber 1 Py(cos ) + Z alrt Py(cos 0)
=0 J = ) (2.85)
rjooo Tioof:pgf—g—f—rPﬂcosO)
B
=al=—= 4l =0 Vl#1 (2.86)
Ho
e Normalkomponente bei r = R : Bi(r = R) = B%(r = R).
) 9 7 - /-1
By =ty O = —ppo Z aplr®™" Py(cosh),
) L (2.87)
Bl = —pug—®8 = +po Z be(£ + 1)r~*"2Py(cos §) + ByPy(cosb).
or -

= —ppay = 201 R34+ Bojuy, —ppapl R = by(0 + 1)R™72, 04 1.
(2.88)
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2. Magnetostatik

e Tangentialkomponente bei 7 = R: Hj(r = R) = H§(r = R).

i 10, RS .
H) = —;%QDm = Zz_gagrePé(cose) sin 6,
10 1 o B (2:59)
Hj = —;%Q‘; = Kz:; ber "1 P(cos 0) sin  — IU—(Z)P{(COS 6)sin 6.
3 Bo 0—1 —0—2
=a =0R"——, a7 =bR , > 1. (2.90)
Ho
Losung von Gl. (2.88) und (2.90):
3 B r—1 .8
a, = — 20, = K R
e +2 po pr+2 po (2.91)
agzo,bg:(),g#l.
aop, ag sind irrelevante Konstanten.
B »— 1B
o o = g, M T 2 Pops T (2.92)

Ho fr +2po 13

wobei der erste Term das homogene duflere Feld wiederspiegelt und der zweite Term
ein magnetisches Dipolfeld durch die Polarisation der Kugel.

) 3 By = - 3Nr .
o = — —x3, B=—ppuVe,, = Byes, 2.93
m 2 10 3 [ Lo 2 0€3 (2.93)
~. Bi— poH? 3(pr — 1
pp= Bl 3 =) p (2.94)
Ho Nr+2
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2 79 A<
” w_"’-fe\-
V‘

Abbildung 2.11: B-Felder und Magnetisierung M fiir zwei Kugeln unterschiedlicher mg. Suszepti-
bilitat.
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