Ubungen zur Speziellen Relativititstheorie SS 2014

Aufgabe 11 Lie Gruppen und Algebren (2 Punkte)

Fiir die Elemente einer Lie Gruppe muss die Konsistenzbedingung
g(wi)g(w;) = exp (—iwfT) exp (—iw;T") = exp (—if*(wi,w;)T7). (1)
gelten, wobei die Taylor-Entwicklung der Funktion f von der Form
fHwi,wj) = wi + wyi + f“bcwfch- + ...
ist. Zeigen Sie, dass die Generatoren T die Lie Algebra
(79, 7% = i fobere

erfiillen miissen.
Hinweis: Eine Moglichkeit dies zu sehen, ist durch Entwicklung von (1) bis zur zweiten
Ordnung in den w;.

Aufgabe 12 Generatoren der Galilei Gruppe (3 Punkte)

Betrachten Sie eine Funktion f(t, Z), die sich folgendermafien unter Galilei-Transformationen
transformiert:

f,(t,f) _ f(t + an R_l(f—f— ot + a—:)) = e—i($-j+5-ﬁ+ﬁ-l?+a0H)f(t’:Z‘») (2)

—,

mit der Rotationsmatrix R = R(¢). Der Generator der Drehungen ist durch den Operator
Jt = —ie*xIV* gegeben.
a) Zeigen Sie durch Entwickeln von (2) bis zur ersten Ordnung in den Parametern a°,
a’, v* (fiir ¢ = 0), dass die iibrigen Generatoren der Galilei Gruppe durch folgende
Operatoren dargestellt werden:

b) Berechnen Sie die Kommutatorrelationen

[Hv Ki]v [Ji’Kj]7 [‘]ivpj]



Aufgabe 13 Generatoren der Poincaré Gruppe (4 Punkte)

Betrachten Sie eine Funktion f(x) (mit z = (ct,Z)), die sich folgendermafien unter Poin-
caré-Transformationen transformiert:

f@) = FA (@ 4 a) = em3oest P f (),
mit den infinitesimalen Lorentztransformationen
A (ow) =1+ %maﬁwﬁ +.., (MOPY = i(go1sP — g™r5%)
a) Zeigen Sie, dass die Generatoren durch die Operatoren
LY =1 (xaﬁﬁ — xﬁﬁo‘) , P =1i0“
dargestellt werden
b) Berechnen Sie die Kommutatorrelationen
[Laﬂ7 L75]7 [Laﬂ, P

Hinweis: 0%2° = g°¥.

Aufgabe 14 Spinor-Darstellungen der Lorentzgruppe (3 Punkte)

Einem Vierervektor z* lassen sich die Matrizen
— H X — FH
X =z,0", X =1x,0
zuordnen, wobei
ot = (H,01,02,03) , ot = (I, —ot, =02, —03)

mit den Pauli-Matrizen o*.

a) Welche Bedeutung haben det(X) und det(X)?

b) Gegeben seien komplexe 2 x 2 Matrizen A und B mit det A = det B = 1, die sonst
beliebig sind. Zeigen Sie, dass die Abbildungen X — X’ = AXA" und X — X' =
BX B' Lorentz-Transformationen © — 2/ = A*,z¥ definieren.

Es gibt also Abbildungen, die Lorentz-Transformationen auf komplexe 2 x 2 Matrizen mit
Determinante eins abbilden (diese Matrizen bilden die Gruppe SL(2,C)). Diese definieren
also Darstellungen der Lorentzgruppe, die sogenannten Spinor-Darstellungen, die fiir die
relativistische Beschreibung von Teilchen mit Spin ein-halb relevant sind.



