
Übungen zur Speziellen Relativitätstheorie SS 2014

Aufgabe 11 Lie Gruppen und Algebren (2 Punkte)

Für die Elemente einer Lie Gruppe muss die Konsistenzbedingung

g(ωi)g(ωj) = exp (−iωai T
a) exp

(
−iωbjT

b
)

= exp (−ifa(ωi, ωj)T
a) . (1)

gelten, wobei die Taylor-Entwicklung der Funktion f von der Form

fa(ωi, ωj) = ωai + ωaj + fabcωbiω
c
j + . . . .

ist. Zeigen Sie, dass die Generatoren T a die Lie Algebra

[T a, T b] = ifabcT c

erfüllen müssen.
Hinweis: Eine Möglichkeit dies zu sehen, ist durch Entwicklung von (1) bis zur zweiten
Ordnung in den ωi.

Aufgabe 12 Generatoren der Galilei Gruppe (3 Punkte)

Betrachten Sie eine Funktion f(t, ~x), die sich folgendermaßen unter Galilei-Transformationen
transformiert:

f ′(t, ~x) = f(t+ a0, R−1(~x+ ~vt+ ~a)) ≡ e−i(
~φ· ~J+~a·~P+~v· ~K+a0H)f(t, ~x) (2)

mit der Rotationsmatrix R = R(~φ). Der Generator der Drehungen ist durch den Operator
J i = −iεijkxj∇k gegeben.

a) Zeigen Sie durch Entwickeln von (2) bis zur ersten Ordnung in den Parametern a0,

ai, vi (für ~φ = 0), dass die übrigen Generatoren der Galilei Gruppe durch folgende
Operatoren dargestellt werden:

H = i∂t , Pi = i∂i Ki = it∂i

b) Berechnen Sie die Kommutatorrelationen

[H,Ki], [Ji, Kj], [Ji, Pj]



Aufgabe 13 Generatoren der Poincaré Gruppe (4 Punkte)

Betrachten Sie eine Funktion f(x) (mit x = (ct, ~x)), die sich folgendermaßen unter Poin-
caré-Transformationen transformiert:

f ′(x) = f(Λ−1(x+ a)) ≡ e−
i
2
ωαβL

αβ−iaαPα

f(x).

mit den infinitesimalen Lorentztransformationen

Λ−1(δω) = 1 +
i

2
δωαβM

αβ + . . ., (Mαβ)µν = i(gαµδβν − gβµδαν )

a) Zeigen Sie, dass die Generatoren durch die Operatoren

Lαβ = i
(
xα∂β − xβ∂α

)
, Pα = i∂α

dargestellt werden

b) Berechnen Sie die Kommutatorrelationen

[Lαβ, Lγδ], [Lαβ, P γ]

Hinweis: ∂αxβ = gαβ.

Aufgabe 14 Spinor-Darstellungen der Lorentzgruppe (3 Punkte)

Einem Vierervektor xµ lassen sich die Matrizen

X = xµσ
µ , X̄ = xµσ̄

µ

zuordnen, wobei

σµ = (I, σ1, σ2, σ3) , σ̄µ = (I,−σ1,−σ2,−σ3)

mit den Pauli-Matrizen σi.

a) Welche Bedeutung haben det(X) und det(X̄)?

b) Gegeben seien komplexe 2× 2 Matrizen A und B mit detA = detB = 1, die sonst
beliebig sind. Zeigen Sie, dass die Abbildungen X → X ′ = AXA† und X̄ → X̄ ′ =
BXB† Lorentz-Transformationen x→ x′ = Λµ

νx
ν definieren.

Es gibt also Abbildungen, die Lorentz-Transformationen auf komplexe 2× 2 Matrizen mit
Determinante eins abbilden (diese Matrizen bilden die Gruppe SL(2,C)). Diese definieren
also Darstellungen der Lorentzgruppe, die sogenannten Spinor-Darstellungen, die für die
relativistische Beschreibung von Teilchen mit Spin ein-halb relevant sind.


